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2 Introduction ge´ne´rale
1 Contexte socie´tal
Qu’il s’agisse des premiers ouvrages en be´ton de la Rome antique ou encore d’ouvrages en
pierre de taille du Paris de la Renaissance, de tous temps, les mate´riaux quasi-fragiles ont
e´te´ employe´s dans l’e´laboration de structures du ge´nie civil. Aujourd’hui plus que jamais,
les mate´riaux quasi-fragiles sont les mate´riaux de construction par excellence, a` la fois des
plus “e´cologiques”, mais surtout excessivement faciles a` mettre en œuvre.
Aussi populaires qu’ils puissent eˆtre, les mate´riaux quasi-fragiles sont pourtant complexes.
Leur simple comportement me´canique re´sulte du couplage d’une multitude de phe´nome`nes
d’origines physiques diffe´rentes. Les mate´riaux quasi-fragiles vieillissent, pour le meilleur
(ame´lioration des proprie´te´s au jeune aˆge) et pour le pire (fluage pouvant induire une
perte de pre´contrainte sur le long terme) ; interagissent avec leur environnement, chimi-
quement (re´action alcali-silicate, re´action sulfatique interne) et me´caniquement. A` cela
s’ajoutent, des phe´nome`nes lie´s a` une forte he´te´roge´ne´ite´ (retrait de la paˆte de ciment
et incompatibilite´s de de´formations, effets d’e´chelles), et a` la teneur en eau (pression ca-
pillaire). Une liste non-exhaustive qui illustre le de´fi, des plus stimulants, que repre´sente
la compre´hension et la mode´lisation du comportement me´canique des mate´riaux quasi-
fragiles. Relever ce de´fi est une ne´cessite´ afin d’optimiser la construction des ouvrages en
mate´riaux quasi-fragiles ; et ce, en assurant leur performance structurale, conditionne´e par
des crite`res choisis relatifs a` l’inte´grite´, ou plus spe´cifiquement pour l’industrie nucle´aire,
a` l’e´tanche´ite´ structurale.
Comprendre l’origine et les conse´quences de la de´gradation et de la fissuration est un
des enjeux cle´s de ce de´fi. Ce travail a e´te´ entrepris depuis le de´but du xxe sicle, il est
toujours d’actualite´. Aujourd’hui, en revanche, il s’e´tend a` des chargements me´caniques
plus sophistique´s. Multi-axialite´ et cyclicite´ sont deux traits caracte´ristiques d’une solli-
citation sismique. L’e´tude du comportement me´canique des mate´riaux quasi-fragiles dans
de telles conditions n’est pas, a` proprement parler, nouvelle. Mais compte tenu des re´cents
e´ve´nements survenus au Japon ou en Ha¨ıti, l’inte´reˆt pour les chargements multi-axiaux
et cycliques s’intensifie.
Lorsqu’une structure est soumise a` une onde sismique, une certaine quantite´ d’e´nergie
lui est fournie. Afin de retourner dans un e´tat d’e´quilibre, la structure doit dissiper cette
e´nergie. L’initiation et la propagation de fissures sont un moyen d’y parvenir, malheureu-
sement elles sont aussi une cause de l’effondrement de cette structure. Contrairement a`
l’acier seul, les mate´riaux quasi-fragiles renforce´s, subissent une perte de capacite´ structu-
rale progressive, ils laissent donc apparaˆıtre des signes avant-coureurs de l’effondrement,
pouvant s’ave´rer salvateurs pour les usagers de la structure. Par ailleurs, au caracte`re
diffus de la fissuration, s’ajoutent les me´canismes hyste´re´tiques initie´s sous chargements
cycliques, capables de dissiper une quantite´ importante d’e´nergie. Bien que l’e´nergie volu-
mique dissipe´e par un mate´riau quasi-fragile soit tout de meˆme plus faible que celle d’un
acier, les volumes mis en jeu a` l’e´chelle de la structure sont sensiblement diffe´rents. Dans le
contexte du ge´nie parasismique, leur utilisation laisse donc apparaˆıtre certains avantages.
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Afin d’en quantifier la contribution a` l’amortissement structural, il devient ne´cessaire
d’eˆtre en mesure de mode´liser le comportement me´canique des mate´riaux quasi-fragiles
sous chargement mutli-axial et cyclique.
2 De´marche scientifique
La valeur ajoute´e d’e´tudes de structures comple`tes du ge´nie civil est conditionne´e par le
de´veloppement de me´thodes de mode´lisation en mesure de reproduire, mais surtout de
pre´dire, le comportement me´canique des mate´riaux les constituant. L’objectif de cette
the`se est de contribuer a` l’ame´lioration des me´thodes de mode´lisation des mate´riaux
quasi-fragiles, et tout particulie`rement sous chargement cyclique.
Afin de simuler la re´ponse d’une structure, celle-ci est discre´tise´e en e´le´ments dont le
comportement me´canique est connu et peut eˆtre mode´lise´. Or les structures du ge´nie ci-
vil sont de taille conse´quente, il est donc ne´cessaire de de´velopper des mode`les capables
de reproduire le comportement me´canique du mate´riau, sur une dimension suffisamment
grande, pour pouvoir re´duire le nombre de ces e´le´ments, et ainsi limiter les couˆts de
calculs. La dimension du volume associe´ a` un e´le´ment est choisie de manie`re a` pouvoir
conside´rer le mate´riau comme homoge`ne, il est appele´ volume e´le´mentaire repre´sentatif
(VER). La notion de VER peut eˆtre illustre´e en imaginant une succession de pre´le`vements
de mate´riau d’un volume donne´ dans un volume de taille infinie. Plus le mate´riau est in-
trinse`quement he´te´roge`ne, plus la taille du VER est importante. Ainsi une relation de com-
portement identique est attribue´e aux e´le´ments de discre´tisation de la structure. Une telle
mode´lisation fonde´e sur la the´orie de la me´canique des milieux continus et s’appuyant sur
la me´thode des e´le´ments finis (FEM) est, ici, appele´e mode´lisation “macroscopique”.
En revanche, il va de soit que, pour traduire l’ensemble des me´canismes physiques se ma-
nifestant, la complexite´ d’un mode`le de comportement me´canique croˆıt avec la dimension
des e´le´ments auxquels il est associe´. En effet, les combinaisons possibles de me´canismes,
certes simples a` des e´chelles infe´rieures, sont nombreuses. Dans la suite de ce manuscrit,
chaque manifestation sur la re´ponse d’un VER, d’une combinaison de me´canismes sur-
venus a` une e´chelle infe´rieure, est qualifie´e de phe´nome`ne macroscopique. Concernant les
mate´riaux quasi-fragiles, fortement he´te´roge`nes, la dimension d’un VER est de l’ordre du
de´cime`tre. De nombreuses campagnes expe´rimentales, ont e´te´ et sont toujours ne´cessaires
pour appre´hender le comportement d’un tel volume. Mais des lacunes persistent en re-
gard notamment du comportement sous chargements cycliques et multi-axiaux. Plutoˆt que
d’emprunter, la voie de l’expe´rimentation en laboratoire, affichant des complexite´s qui lui
sont propres, cette e´tude propose de tirer parti de simulations a` une e´chelle infe´rieure a`
celle du VER, pour tenter de combler une partie de ce manque de connaissances.
A` une telle e´chelle, il devient inte´ressant d’adapter la the´orie me´canique employe´e, et
la me´thode nume´rique associe´e, en fonction du mate´riau de´crit. Une mode´lisation ici
dite “fine”, fonde´e sur la me´canique des solides inde´formables, me´langeant me´thode des
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e´le´ments discrets (DEM) et re´seaux de poutres, est donc retenue. Les mate´riaux quasi-
fragiles sont ainsi assimile´s a` un empilement de grains rigides, cohe´sif, ayant une forte
propension a` se de´composer.
La pre´sente the`se propose une de´marche de mode´lisation a` deux e´chelles reposant sur
l’utilisation d’un mode`le discret et d’un mode`le continu, qui, sur la base de quelques
donne´es expe´rimentales permet de remonter jusqu’a` la re´ponse de structures soumises a`
une sollicitation sismique. Cette de´marche de mode´lisation est illustre´e tout au long des
six chapitres qui constituent ce manuscrit.
3 Organisation
Ce manuscrit s’articule autour de six chapitres, au sein desquels une de´marche de mode´lisa-
tion des mate´riaux quasi-fragiles a` deux e´chelles est justifie´e, de´veloppe´e et mise en
œuvre.
Le premier chapitre fournit une justification des choix de de´marche et de me´thodes de
mode´lisation, au travers d’une revue bibliographique ge´ne´rale. Il constitue un e´tat de l’art
des connaissances sur le comportement me´canique des mate´riaux quasi-fragiles sollicite´s
en chargement monotone ou en chargement cyclique, des de´marches multi-e´chelles cou-
plant mode´lisations fine et macroscopique, et des me´thodes de mode´lisation nume´rique
fines aptes a` reproduire explicitement les he´te´roge´ne´ite´s ge´ome´triques du mate´riau, et
notamment la fissuration.
Le second chapitre de´crit le mode`le de comportement fin, nomme´ DEAP2D, fonde´ sur les
me´thodes des e´le´ments discrets et re´seaux de poutres, initialement de´veloppe´ au LMT-
Cachan. Les de´veloppements effectue´s lors de cette the`se y sont aussi pre´sente´s. Ces
de´veloppements concernent d’une part l’introduction du contact et la modification de
l’algorithme de re´solution de l’e´quilibre me´canique dans l’objectif de simuler des charge-
ments cycliques, et d’autre part la description de la fissuration d’un re´seau de poutres,
et plus particulie`rement le choix d’un crite`re de rupture adapte´ a` des chargements multi-
axiaux.
Le troisie`me chapitre illustre l’utilisation et valide la mode´lisation fine, discre`te, des
mate´riaux quasi-fragiles ainsi de´veloppe´e. La relative simplicite´ du processus d’identi-
fication du mode`le est d’abord mise en avant, puis la validation de la description de la
rupture choisie, et de l’algorithme de re´solution e´labore´, est effectue´e. Enfin une analyse
de´taille´e de la simulation d’un essai de traction cyclique uni-axiale, et des me´canismes a`
l’origine des phe´nome`nes macroscopiques observe´s est propose´e.
Le quatrie`me chapitre e´tablit la formulation de la mode´lisation macroscopique, continue,
de la fissuration dans les mate´riaux quasi-fragiles. Il de´bute par une e´tude bibliographique
de´compose´e en deux parties : la mode´lisation des phe´nome`nes de de´gradation du mate´riau,
associe´s a` l’initiation de la fissuration ; et la mode´lisation des phe´nome`nes observe´s sous
Mate´riaux quasi-fragiles sous sollicitations cycliques
Organisation 5
chargement cyclique, associe´s au caracte`re unilate´ral de la fissuration. A` l’issue de cette
e´tude, un formalisme physique, fonde´ sur les principes de la thermodynamique des pro-
cessus irre´versibles, est retenu pour la formulation de mode`les de comportement continus
phe´nome´nologiques, simples et robustes. En faisant interagir les mode´lisation discre`tes
et continues, des propositions de mode´lisation des diffe´rents phe´nome`nes macroscopiques
lie´s a` la fissuration sont effectue´es. Ces propositions sont re´alise´es, de manie`re a` s’inscrire
dans le formalisme retenu et sur la base d’observations issues de simulations discre`tes.
Finalement un mode`le continu, en mesure de reproduire les phe´nome`nes macroscopiques
associe´s a` l’initiation et a` la fermeture de la fissuration, est de´fini.
Le cinquie`me chapitre continue de mettre en avant l’interaction entre les mode´lisations
discre`tes et continues, et pousse l’utilisation de la seconde jusqu’au calcul de structures.
Une strate´gie d’identification du mode`le continu a` partir du mode`le discret est d’abord
e´tablie. Et ensuite, des simulations de la re´ponse d’une structure du ge´nie civil sujette a` des
chargements cycliques sont re´alise´es avec le code de calcul Cast3M de´veloppe´ par le SEMT
du DM2S au CEA-Saclay. Afin de de´montrer l’efficacite´ de la de´marche de mode´lisation a`
deux e´chelles propose´e ; il est ve´rifie´ que le mode`le macroscopique formule´ est capable de
reproduire non seulement l’e´tat de de´gradation de la structure sous un chargement donne´,
mais aussi d’e´valuer correctement la dissipation e´nerge´tique induite par le mate´riau, et
donc par extrapolation la contribution a` l’amortissement structural.
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1 Introduction
La formulation de mode`les de comportement ne´cessite une connaissance de´taille´e des
me´canismes influenc¸ant la re´ponse du mate´riau a` de´crire. L’e´tude des phe´nome`nes macro-
scopiques exhibe´s par ce mate´riau est une e´tape importante pour de´velopper ces connais-
sances. En ce qui concerne les mate´riaux quasi-fragiles, celles-ci sont de´ja` nombreuses,
une description non-exhaustive en est fait dans la premie`re partie de ce chapitre.
Cependant des essais, dans une multitude de configurations de plus en plus complexes,
doivent encore et toujours eˆtre re´alise´s. Pour plusieurs raisons, et notamment un meilleur
controˆle de l’essai, l’acce`s a` de nouvelles quantite´s observables, ainsi qu’une e´conomie
mate´rielle, il est fait le choix de remplacer une part de l’expe´rimentation en laboratoire
par de l’expe´rimentation nume´rique. Les de´tails de ce choix, parmi d’autres de´marches
multi-e´chelle sont explicite´s dans la seconde partie de ce chapitre.
De`s lors qu’une de´marche d’expe´rimentation nume´rique est retenue, un choix de mode`le
nume´rique s’impose. L’expe´rimentation nume´rique ne peut eˆtre conduite avec des mode`les
macroscopiques, comme ceux formule´s pour le calcul de structure. L’objectif e´tant de
comprendre la phe´nome´nologie du mate´riau, un mode`le fin, a` une e´chelle infe´rieure est
ne´cessaire. Plusieurs possibilite´s de me´thodes de mode´lisation nume´rique sont explore´es
dans la troisie`me partie de ce chapitre.
2 Me´canique des mate´riaux quasi-fragiles
Le comportement des mate´riaux quasi-fragiles, he´te´roge`nes dans le cas du be´ton ou des
roches, est complexe et multi-physique. De nombreux phe´nome`nes peuvent eˆtre observe´s
a` l’e´chelle macroscopique lorsqu’un volume e´le´mentaire repre´sentatif (VER) de mate´riau
est sollicite´.
Afin de de´velopper des mode`les capables de pre´dire le comportement me´canique d’un
mate´riau, la connaissance de sa phe´nome´nologie est primordiale. La qualite´ d’un mode`le
de comportement me´canique est e´value´e par rapport a` sa capacite´ a` pre´dire et a` repro-
duire ces phe´nome`nes. La phe´nome´nologie du comportement macroscopique du mate´riau
a` mode´liser est exploite´e afin d’orienter et de valider la formulation des mode`les pre´sente´s
dans ces travaux. En avoir une connaissance approfondie semble donc ne´cessaire.
Comprendre l’origine des phe´nome`nes macroscopiques et de´terminer les me´canismes sous-
jacents permet d’en ame´liorer la description. Dans le cas d’une mode´lisation fine, ces
me´canismes peuvent eˆtre introduits directement dans le mode`le. Dans le cas d’une mode´li-
sation macroscopique, le choix de la formulation (plasticite´, endommagement, autre) peut
eˆtre adapte´. Ne´anmoins, il n’est pas ne´cessaire de conside´rer l’inte´gralite´ du comporte-
ment me´canique quel que soit le cas de chargement. Certains phe´nome`nes macroscopiques
peuvent ne pas se manifester. De manie`re a` re´duire les couˆts de calculs et a` en ame´liorer
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la robustesse, les phe´nome`nes en question peuvent eˆtre ne´glige´s. A` titre d’exemple, dans
le cas de structures en be´ton renforce´es et de chargements sismiques, les phe´nome`nes ma-
croscopiques lie´s a` la de´gradation comple`te du mate´riau en compression peuvent ne pas
eˆtre conside´re´s dans une mode´lisation macroscopique.
Les phe´nome`nes macroscopiques observe´s expe´rimentalement lors de la sollicitation d’un
VER de mate´riau quasi-fragile sont en grande partie, de pre`s ou de loin, des conse´quences
de la fissuration, qu’elle soit diffuse ou localise´e. Une revue des phe´nome`nes macrosco-
piques connus est ici propose´e.
Les phe´nome`nes observe´s sous chargement monotone ne seront que brie`vement de´taille´s,
puisqu’il ne font pas l’objet principal de ces travaux. Au contraire les phe´nome`nes observe´s
sous chargement cyclique seront plus longuement pre´sente´s.
2.1 Conse´quences de la fissuration sous chargement monotone
2.1.1 Perte de rigidite´ et adoucissement
Un essai de traction uni-axiale met en avant les phe´nome`nes de perte de rigidite´ et d’adou-
cissement pre´sente´s par les mate´riaux quasi-fragiles.
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Figure 1.1: Re´ponse contrainte-de´formation en traction uni-axiale [Terrien, 1980].
Avant d’atteindre le pic de re´sistance de l’e´prouvette, la fissuration est diffuse. Des micro-
fissures apparaissent en de multiples endroits de l’e´prouvette, principalement induites par
une concentration de contraintes a` proximite´ de de´fauts ou de pores. Dans cette premie`re
phase, d’un point de vue macroscopique l’e´prouvette de mate´riau semble peu affecte´e par
la fissuration, la re´ponse uni-axiale du mate´riau reste d’ailleurs quasiment line´aire (fig.
1.1). Apre`s avoir atteint le pic de re´sistance de l’e´prouvette, la fissuration se localise.
Les conse´quences de la fissuration sont alors plus visibles, la rigidite´ (raideur se´cante)
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de la re´ponse uni-axiale se de´grade. Cette perte de rigidite´ s’observe sur les re´sultats
d’expe´rience de Terrien [1980]. La re´alisation de cycles de charge-de´charge, a` niveau de
de´gradation constant (lignes en pointille´s, fig. 1.1), met en e´vidence une diminution de la
pente de la re´ponse contrainte-de´formation.
La fissuration se de´veloppe dans des plans orthogonaux a` la direction de chargement
(mode I). En conse´quence, en chacun de ces plans, la section capable de transmettre des
efforts assurant la cohe´sion du mate´riau est re´duite, ce qui explique la perte de rigidite´. La
propagation de la fissuration provoque aussi une instabilite´ de l’e´prouvette accompagne´e
d’un comportement adoucissant. Une fois le pic de re´sistance initial atteint, l’e´volution de
la contrainte en fonction de la de´formation est de´croissante. L’instabilite´ du comportement
des mate´riaux quasi-fragiles est la conse´quence de la diminution du pic de re´sistance de
l’e´prouvette avec la propagation de la fissuration.
Les deux types de fissuration mentionne´s pre´ce´demment peuvent eˆtre mis en e´vidence
par une technique de mesure par e´mission acoustique [Maji et Shah, 1988]. La figure 1.2
met en e´vidence l’apparition de vides (fissures) chacun repre´sente´ par une croix sur les
diffe´rents sche´mas. Des micro-fissures apparaissent d’abord de manie`re diffuse avant de
localiser et former une macro-fissure.
Figure 1.2: Mise en e´vidence par e´mission acoustique de la fissuration lors d’un charge-
ment de traction [Maji et Shah, 1988].
2.1.2 Dissyme´trie du comportement en traction et en compression
Le pic de re´sistance en compression est ge´ne´ralement estime´ une dizaine de fois supe´rieur
au pic de re´sistance en traction. De plus, bien qu’il soit fortement de´pendant des conditions
aux limites de l’essai (frettage des supports) et de l’e´lancement de l’e´prouvette teste´e, le
comportement post-pic en compression est moins fragile que le comportement post-pic en
traction (fig. 1.3).
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Figure 1.3: Re´ponse contrainte-de´formation en compression uni-axiale [Ramtani, 1990].
Une perte de rigidite´ moins importante est observe´e en compression. La dissyme´trie
des re´ponses observe´es en traction et en compression s’explique par la diffe´rence des
me´canismes implique´s. En compression la fissuration est la conse´quence de l’effet Poisson
(fig. 1.4). Les extensions locales ne sont plus directes, mais induites. La fissuration se
propage ainsi coline´airement a` la direction de chargement, d’ou` une influence moindre,
dans un premier temps, sur la perte de raideur de l’e´prouvette.
L’adoucissement, moins prononce´ qu’en traction, est atte´nue´ par l’e´crasement de la poro-
site´ du mate´riau (fig. 1.4). La compaction se manifeste a` l’e´chelle macroscopique par un
comportement plastique durcissant, ce qui contraste avec la fragilite´ d’un comportement
endommageant.
Figure 1.4: De´veloppement de la fissuration et de la compaction en compression.
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2.1.3 Comportement bi-axial
Deux campagnes expe´rimentales, plus [Lee et al., 2004] ou moins [Kupfer et al., 1969]
re´centes font foi en matie`re de comportement bi-axial. Ces campagnes d’essais donnent
une ide´e assez semblable de la forme de la surface de chargement a` la rupture. Elles
mettent aussi en e´vidence une le´ge`re de´pendance de la forme de la surface a` la re´sistance
en compression fc du be´ton (fig. 1.5).
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Figure 1.5: Surface de chargement a` la rupture du be´ton normalise´e par rapport a` la
re´sistance en compression.
A` noter l’absence du cisaillement (−1/ + 1) pur pour les trajets de chargements e´tudie´s
lors de ces deux campagnes expe´rimentales. Il n’existe d’ailleurs que peu, si ce n’est aucun
re´sultat expe´rimental de la re´ponse en cisaillement pur jusqu’a` la rupture d’une e´prouvette
de mate´riau quasi-fragile.
2.1.4 Dilatance
La dilatance est observe´e principalement en compression, elle se manifeste par une aug-
mentation du coefficient de Poisson apparent du mate´riau, lorsque la fissuration se de´velop-
pe (fig. 1.6). La de´formation transversale est mesure´e lors de l’essai de compression
uni-axiale pre´sente´ en figure 1.3. Le rapport des de´formations transversale et axiale de
l’e´prouvette est initialement constant. Ce rapport e´volue peu jusqu’a` l’instant auquel la
Mate´riaux quasi-fragiles sous sollicitations cycliques
Me´canique des mate´riaux quasi-fragiles 13
de´formation axiale associe´e au pic de re´sistance est atteinte (fig. 1.3), soit −2.5×10−3. De`s
lors, le phe´nome`ne de dilatance se manifeste.
La coalescence de fissures coline´airement a` la direction de chargement facilite l’expansion
late´rale de l’e´prouvette de mate´riau : des bandes de mate´riau se forment, menant a` une
diminution de la rigidite´ transverse de l’e´prouvette, alors que la rigidite´ axiale reste peu
affecte´e.
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Figure 1.6: Phe´nome`ne de dilatance observe´ en compression uni-axiale [Ramtani, 1990].
2.1.5 Anisotropie induite par le chargement
Une fissure est de´limite´e par deux surfaces libres de contraintes et de normales oppose´es,
elle posse`de donc une orientation spe´cifique. Les proprie´te´s du mate´riau ne sont ainsi
pas affecte´es par le de´veloppement de la fissuration de manie`re isotrope. L’orientation
est de´termine´e par plusieurs facteurs, et en particulier la direction du chargement. Bien
que pour la plupart des mate´riaux quasi-fragiles, le comportement me´canique puisse eˆtre
conside´re´ initialement isotrope, la de´gradation induite par chargement me´canique peut
conduire a` une certaine anisotropie.
2.1.6 Effets d’e´chelle
Selon les dimensions d’un volume de mate´riau, les proprie´te´s me´caniques de ce dernier,
meˆme adimensionnelles, varient. La re´alisation de deux essais de traction en tous points
identiques, a` l’exception des dimensions de l’e´prouvette. Par exemple une e´prouvette d’une
taille donne´e et une seconde dont toutes les dimensions sont double´es, l’e´lancement de
l’e´prouvette est donc pre´serve´, ne conduira pas aux meˆmes valeurs de contraintes limites
(e´lastique ou a` la rupture). De plus grandes dimensions d’e´prouvettes conduisent a` une
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plus faible re´sistance (fig. 1.7). Selon la dimension de l’e´prouvette, l’origine de l’effet
d’e´chelle n’est pas identique [Bazˇant, 1999].
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Figure 1.7: Influence du diame`tre de l’e´prouvette sur la re´sistance en traction [Van Vliet
et Van Mier, 2000].
D’une part, l’effet d’e´chelle est attribue´ a` un effet purement statistique [Rossi et Richer,
1987], pour de petites dimensions. Les mate´riaux quasi-fragiles ne sont pas des mate´riaux
homoge`nes, et parmi les he´te´roge´ne´ite´s incluses se trouvent des de´fauts et des pores. Ces
derniers sont des zones privile´gie´es pour l’amorce de fissures. Statistiquement, plus le
volume de mate´riau est important, plus la quantite´ de de´fauts et de pores est impor-
tante. De fait, la propagation de fissures est facilite´e par l’augmentation du volume de
mate´riau.
D’autre part, l’effet d’e´chelle est attribue´ a` un effet e´nerge´tique de´terministe [Bazˇant et
Novak, 2000], pour de plus grandes dimensions. Cet effet d’e´chelle est explique´ par la
me´canique line´aire e´lastique de la rupture.
2.1.7 Effets de vitesse
La vitesse de chargement, autrement dit le temps e´coule´ pour atteindre un chargement
donne´, influence certaines proprie´te´s me´caniques des mate´riaux quasi-fragiles. Diverses
e´tudes [Watstein, 1953; Reinhardt et al., 1990] ont notamment mis en e´vidence qu’une
augmentation de la vitesse de chargement est accompagne´e par :
— une augmentation des contraintes limites ;
— une augmentation de la de´formation au pic de re´sistance ;
— une augmentation du module d’e´lasticite´.
L’augmentation de la vitesse de chargement implique donc une dissipation e´nerge´tique
plus importante, la phase de fissuration diffuse est plus importante.
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Inversement, pour une vitesse de chargement re´duite, voire nulle, donc pour un charge-
ment maintenu constant (fluage), il est possible d’observer la rupture pour une contrainte
infe´rieure a` la contrainte limite mesure´e pour un chargement conside´re´ quasi-statique.
La de´pendance du comportement me´canique des mate´riaux quasi-fragiles a` la vitesse
de chargement s’explique par la pre´dominance de me´canismes diffe´rents selon l’ordre de
grandeur de la vitesse d’application. A` faible vitesse de chargement, le comportement
visqueux du mate´riau (fluage) pre´domine [Bazˇant et Gettu, 1992] ; le mate´riau continue
de se de´former malgre´ une contrainte applique´e constante. A` forte vitesse de chargement,
en revanche, les effets inertiels pre´dominent [Bischoff et Perry, 1991], ils s’opposent a`
la de´formation induite par le chargement ; par exemple lors d’un essai de compression
uni-axiale un effet de confinement late´ral est observe´. Enfin, a` vitesse de chargement in-
terme´diaire, le comportement visqueux de l’eau libre pre´sente dans les vides du mate´riau
pre´domine [Rossi, 1991] ; l’eau libre exerce une force de rappel sur les parois oppose´es
des vides, s’opposant donc a` leur expansion, phe´nome`ne connu sous le nom d’effet Ste-
fan.
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Figure 1.8: Influence du taux de chargement sur la re´sistance en traction [Rossi et al.,
1994].
Ne´anmoins, e´tant donne´ les vitesses auxquelles sont applique´s les chargement dans la
pre´sente e´tude, les effets de vitesse dans les mate´riau quasi-fragiles seront ne´glige´s. L’hy-
pothe`se de chargements quasi-statiques sera d’ailleurs retenue dans le cadre de la mode´lisa-
tion fine.
2.2 Conse´quences de la fissuration sous chargement cyclique
Dans le cadre de calculs de structures, le comportement me´canique sous chargement cy-
clique peut eˆtre associe´ et limite´ a` la re´ponse du mate´riau en chargement uni-axial al-
terne´, soit une succession de tractions endommageantes et de compressions e´lastiques. De
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prime abord, des effets plus complexes lie´s au cisaillement pur d’une fissure ne sont pas
conside´re´s.
2.2.1 Effet unilate´ral et de´formations re´siduelles
Si les phe´nome`nes observe´s sous chargement monotone sont tous cause´s, directement
ou indirectement, par l’ouverture de fissures, les phe´nome`nes observe´s sous chargement
cyclique sont tous cause´s par leur fermeture.
L’effet unilate´ral est le nom attribue´ au phe´nome`ne de reprise de rigidite´ observe´ lors d’un
passage en compression suite a` un premier chargement de traction endommageant (fig.
1.9).
La reprise de rigidite´, donc l’effet unilate´ral, est la conse´quence du contact initie´ entre
les deux surfaces d’une fissure lorsque l’e´prouvette est de´charge´e. La section du mate´riau
capable de transmettre une sollicitation, pre´alablement re´duite par la propagation de la
fissuration lors du chargement de traction, tend a` nouveau vers sa valeur initiale, saine,
lorsque le mate´riau est de´charge´, puis comprime´.
Dans le cas particulier d’une fissure sollicite´e en mode II, soit en cisaillement, il n’est pas
fait mention d’effet unilate´ral dans la litte´rature. En revanche, il est plutoˆt fait mention
du phe´nome`ne d’engre`nement des granulats (aggregate interlocking) [Walraven, 1980],
auquel est associe´ la re´cupe´ration d’une part de la rigidite´ initiale lors de chargement
alterne´.
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Figure 1.9: Mise en e´vidence de l’effet unilate´ral [Mazars et al., 1990].
Des essais cycliques uni-axiaux effectue´s sur un plus grand nombre de cycles [Reinhardt
et Cornelissen, 1984; Nouailletas, 2013] mettent en e´vidence la progressivite´ de l’effet
unilate´ral : les fissures ne se ferment ni simultane´ment, ni instantane´ment (fig. 1.10).
Mate´riaux quasi-fragiles sous sollicitations cycliques
Me´canique des mate´riaux quasi-fragiles 17
L’e´volution de la rigidite´ apparente du mate´riau, d’une valeur affaiblie vers sa valeur
initiale, est continue.
En paralle`le, des de´formations re´siduelles sont observe´es. Lors d’une de´charge, a` la suite
d’un chargement de traction endommageant, le mate´riau ne retourne pas a` un e´tat de
contraintes et de de´formations nulles.
La transition progressive de l’effet unilate´ral et l’apparition de de´formations re´siduelles
sont explique´es par un unique me´canisme. Lorsque le mate´riau est de´charge´, des incom-
patibilite´s ge´ome´triques des surfaces de part et d’autre des fissures sont observe´es. Au-
trement dit, les profils topologiques des deux surfaces ne correspondent plus. L’analyse
par corre´lation d’images d’une fissure (fig. 1.11) met en e´vidence ces incompatibilite´s
ge´ome´triques. Dans le cas d’une fermeture parfaite, le champ de de´placement (repre´sente´
par le gradient de couleur) est lisse et continu. Dans le cas pre´sent, des gradients du champ
de de´placement importants et inhomoge`nes sont observe´s, meˆme apre`s la fermeture de la
fissure. Ceci traduit la pre´sence de contraintes localise´es, et donc d’un contact entre des
topologies non-concordantes des surfaces de la fissure.
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(a) [Reinhardt et Cornelissen, 1984]
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(b) [Nouailletas, 2013]
Figure 1.10: Re´ponse contrainte-de´formation a` un chargement uni-axial cyclique.
En re´sume´, des de´formations re´siduelles apparaissent mais ne sont pas irre´versibles, au sens
des de´formations plastiques. Les de´formations re´siduelles sont simplement la conse´quence
des incompatibilite´s topologiques des surfaces des fissures, dont l’origine n’est pas encore
clairement e´tablie dans la litte´rature. De`s lors que ces incompatibilite´s ge´ome´triques sont
efface´es, les de´formations re´siduelles ne se manifestent plus.
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(a) fissure ouverte (b) amorce du contact (c) fissure ferme´e
min. max.
Figure 1.11: Analyse par corre´lation d’image du champ de de´placement vertical lors de
la fermeture d’une fissure [Nouailletas, 2013].
2.2.2 Effets hyste´re´tiques
Les incompatibilite´s en front de fissures sont responsables d’un troisie`me phe´nome`ne ma-
croscopique : la ge´ne´ration de boucles d’hyste´re´sis (fig. 1.10). Les effets hyste´re´tiques
sont tre`s souvent le signe de la pre´sence de frottement, et d’une dissipation e´nerge´tique
associe´e. Dans le cas d’un chargement cyclique uni-axial, c’est effectivement ce dont il
s’agit. A` l’amorce de la fermeture des fissures, en conse´quence de la non-concordance des
surfaces des fissures, des contacts sur des plans incline´s sont initie´s propices au glissement
(fig. 1.12).
Bien que l’origine lointaine des effets hyste´re´tiques (incompatibilite´s ge´ome´triques) ne soit
pas remise en cause, il est possible d’envisager une origine directe diffe´rente. En effet, dans
un contexte diffe´rent, celui de la me´canique des roches, l’origine des effets hyste´re´tiques
observe´s sur un joint rocheux irre´gulier, rugueux [Goodman, 1976] est attribue´e non pas
a` de la friction, mais a` l’e´crasement des aspe´rite´s des surfaces des fissures. L’e´crasement
se produit suite aux concentrations de contraintes localise´es aux extre´mite´s des aspe´rite´s
entrant en contact. Ainsi bien que le chargement global n’exce`de pas la re´sistance en
compression du mate´riau, ces localisation de contraintes entraˆınent des ruptures localise´es
(e´crasements).
Il a d’ailleurs e´te´ observe´ que la reprise de rigidite´ d’un mate´riau sous chargement cy-
clique, l’effet unilate´ral, est d’autant plus soudaine que la re´sistance en compression du
mate´riau est e´leve´e [Duffaut et Homand, 2000]. Puisque le fait d’augmenter la re´sistance en
compression influence effectivement les phe´nome`nes macroscopiques observe´s sous charge-
ment cycliques, l’implication du me´canisme d’e´crasement des aspe´rite´s est mis e´vidence,
lui-meˆme directement influence´ par la re´sistance en compression du mate´riau.
Ne´anmoins, cette hypothe`se qui consiste a` expliquer les effets hyste´re´tiques par l’e´crase-
ment des aspe´rite´s, impliquerait qu’a` endommagement constant, ceux-ci s’estompent ra-
pidement apre`s quelques cycles. En effet, si aucune nouvelle fissure ne se de´veloppe, la
proportion d’aspe´rite´s restantes apre`s plusieurs cycles de charge-de´charge tend a` devenir
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nulle. Dans le cas d’un joint rocheux, l’atte´nuation rapide des effets hyste´re´tiques a e´te´
observe´e par Bandis et al. [1983] en pratique apre`s trois cycles.
En revanche, il est tout aussi possible que des effets hyste´re´tiques cause´s par de la friction
s’atte´nuent a` mesure des cycles de charge-de´charge, en conside´rant l’e´rosion des surfaces
de frottement. Des observations re´centes effectue´es par Crambuer [2013], lors d’un essai de
flexion trois-points alterne´e sur des poutres en be´ton, appuient davantage cette hypothe`se.
Ainsi de manie`re ge´ne´rale, il n’est pour l’instant pas conteste´ que dans le cas du be´ton,
les effets hyste´re´tiques sont principalement explique´s par un me´canisme de friction.
Quoi qu’il en soit, et e´tant donne´ le manque de consensus dans la litte´rature, il serait
donc inte´ressant de pouvoir analyser plus en de´tails le comportement sous chargement
cyclique du be´ton pour e´claircir le type de me´canisme directement a` l’origine des effets
hyste´re´tiques.
 
Perturbation
Zone de friction
Figure 1.12: Fissure soumise a` des cycles de charge-de´charge [Mihai et Jefferson, 2011].
2.2.3 Incompatibilite´s ge´ome´triques
Bien que les phe´nome`nes macroscopiques observe´s sous chargement cycliques aient fait
l’objet de nombreuses recherches, l’origine d’incompatibilite´s ge´ome´triques des surfaces de
fissures justifiant de ces phe´nome`nes l’est en revanche beaucoup moins. Diverses explica-
tions peuvent eˆtre trouve´es dans la litte´rature. D’un coˆte´, l’hypothe`se d’incompatibilite´s
ge´ne´re´es par une perturbation locale, au niveau de la fissure, en opposition. D’un autre
coˆte´, l’hypothe`se d’une perturbation globale introduite par une sollicitation me´canique
exte´rieure incontroˆle´e.
Une perturbation locale se justifie principalement de deux manie`res :
— comme une conse´quence du comportement au jeune aˆge du be´ton : le retrait [Brif-
faut et al., 2013] ;
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— comme une conse´quence de la pre´sence partielle d’eau libre dans les pores du
mate´riau : dans le cas de roches, une de´pendance des effets hyste´re´tiques au degre´
de saturation du mate´riau a e´te´ observe´e [Van Den Abeele et al., 2002].
Dans les deux cas, un champ de contraintes he´te´roge`ne auto-e´quilibre´ est pre´sent dans le
volume de mate´riau e´tudie´. La figure 1.13 met e´vidence la pre´sence ce champ he´te´roge`ne,
elle illustre la re´partition de de´formations locales, apre`s se´chage, obtenues par corre´lation
d’images [Hilaire, 2014].
La propagation de la fissuration dans le volume, cre´e des surfaces libres de contraintes
et induit la relaxation d’une partie des contraintes internes. La re´-e´quilibration de ces
contraintes vient alors perturber la position des surfaces de la fissure venant de s’ouvrir,
et conduit aux incompatibilite´s ge´ome´triques constate´es. Toujours dans le contexte des
perturbations locales, une troisie`me justification pourrait eˆtre la pre´sence dans les fissures
de de´bris de matie`re, de´tache´s du volume principal de mate´riau lors de l’initiation de la
fissuration. Ces de´bris, libres de de´placements dans le vide forme´ par la fissure, seraient
alors responsable d’incompatibilite´s ge´ome´triques.
(a) me´sostructure du VER (b) trace des de´formations locales
Figure 1.13: De´formations locales dans un VER de be´ton apre`s se´chage mesure´es par
corre´lation d’images [Hilaire, 2014].
Une perturbation globale, moins souvent propose´e, affecte directement les conditions aux
limites. Dans le cas d’un chargement uni-axial, il s’agirait par exemple d’un de´saxage du
ve´rin appliquant la sollicitation, conse´quence d’une propagation non-syme´trique de la fis-
suration et observe´ expe´rimentalement, entre autres, par Hordijk et al. [1987]. L’hypothe`se
d’une perturbation globale est appuye´e par l’e´tude sous chargement cyclique d’un joint
rocheux. Gentier [1987] a montre´ que des cycles de pre´-chargement permettent d’atte´nuer
les effets hyste´re´tiques. Ces cycles ont pour effet de re´aligner les deux blocs constituant le
joint rocheux et donc de diminuer la perturbation globale introduite dans les conditions
aux limites.
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3 L’expe´rimentation nume´rique
Les mate´riaux quasi-fragiles peuvent eˆtre qualifie´s de complexes, d’une part en raison
de leur comportement fortement adoucissant, et d’autre part en raison de leur forte
he´te´roge´ne´ite´ structurelle. Ces deux caracte´ristiques impliquent une forte propension des
mate´riaux quasi-fragiles a` pre´senter des discontinuite´ de champs de de´placement ou de
de´formation, et rendent difficile une mode´lisation a` l’e´chelle du VER, l’e´chelle a` laquelle le
mate´riau doit eˆtre conside´re´ comme homoge`ne. Ce type de mode`le est qualifie´ demode`le
macroscopique, par opposition au terme mode`le fin employe´ par la suite, et trouve
son utilite´ pour la simulation de re´ponses de structures comple`tes.
La formulation de mode`les constitutifs macroscopiques, directement a` partir de re´sultats
expe´rimentaux requiert une quantite´ d’informations importante, comme il a pu l’eˆtre
remarque´ dans la partie pre´ce´dente, ce qui rend le processus trop couˆteux en termes
d’essais en laboratoire. De plus cette de´marche pre´sente encore de nombreuses lacunes
qualitativement parlant. Ainsi pour contourner le proble`me, des me´thodes dites multi-
e´chelle sont employe´es, et ne´cessitent le de´veloppement de mode`les de comportement a`
une e´chelle infe´rieure. Ce type de mode`le est qualifie´ de mode`le fin.
3.1 Une de´marche multi-e´chelle
Une de´marche multi-e´chelle consiste a` reproduire le comportement d’un mate´riau a` l’aide
de plusieurs mode`les. A` chaque e´chelle d’inte´reˆt, un mode`le est associe´. Le passage par une
e´chelle de mode´lisation infe´rieure permet de re´duire la complexite´ des e´quations employe´es.
Les phe´nome`nes d’influence, et donc a` reproduire, sont d’autant plus simples et moins
nombreux que l’e´chelle diminue. Le retour a` une e´chelle supe´rieure de mode´lisation est
ensuite ne´cessaire pour permettre la re´alisation de calculs de structures comple`tes, dans
des temps de calculs raisonnables.
Dans le cadre de ces travaux, seulement deux niveaux de mode´lisation sont utilise´s, s’ap-
puyant sur les mode`les qualifie´s de fin et de macroscopique. Cependant, le nombre de
mode`les exploite´s dans une de´marche multi-e´chelle n’est pas toujours aussi limite´. A` titre
d’exemple, une succession de trois mode`les ont e´te´ utilise´s par Qian [2012] pour de´crire un
VER de be´ton. Les mode`les permettent de de´crire des e´chelles allant de la paˆte de ciment,
en passant par le mortier, pour remonter jusqu’au be´ton. Ainsi a` partir de connaissances
sur les phases conside´re´es comme homoge`nes constituant le be´ton (paˆte de ciment, granu-
lats) Qian [2012] extrapole les proprie´te´s d’un VER de be´ton. A` noter que, si les e´quations
utilise´es a` l’e´chelle de la paˆte de ciment sont amplement simplifie´es par rapport a` celles
employe´es pour de´crire le comportement d’un VER de be´ton, l’obtention des proprie´te´s
du mate´riau a` une e´chelle aussi fine, en revanche, est fortement complexifie´e.
Il n’existe pas une unique de´marche multi-e´chelle, les diffe´rentes approches sont nuance´es
par la manie`re dont elles font dialoguer les diffe´rents mode`les relatifs a` chaque e´chelle.
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Dans un premier temps, il est possible de distinguer un groupe de de´marches multi-e´chelle,
pour lesquelles les diffe´rents mode`les sont sollicite´s au sein d’un meˆme calcul [Belytschko
et Song, 2010] :
— un couplage fort des mode`les, ou utilisation simultane´e [Guidault et al., 2007] :
Cette de´marche multi-e´chelle s’appuie sur les me´thodes de de´composition de do-
maines. La structure comple`te est de´compose´e en deux types de domaines. D’un
coˆte´, les domaines mode´lise´s par un mode`le macroscopique, dans lesquels les phe´-
nome`nes complexes, ou fortes non-line´arite´s, n’ont qu’une faible chance de se ma-
nifester. De l’autre coˆte´, les domaines mode´lise´s par le mode`le fin, dans lesquels un
fort niveau de de´tail est requis. L’e´quilibre entre les deux types de domaines est
assure´ par l’introduction d’une interface, les variables associe´es a` chaque domaine
n’e´tant pas ne´cessairement identiques ;
— un couplage faible des mode`les, ou utilisation hie´rarchique (me´thodes FE2) [Feyel
et Chaboche, 2000] : Cette de´marche multi-e´chelle remplace l’emploi de lois consti-
tutives complexes par un calcul a` partir du mode`le fin. Les mode`les fin et ma-
croscopique sont utilise´s en alternance. Un e´tat de sollicitation macroscopique est
d’abord de´termine´ par un calcul re´alise´ avec le mode`le macroscopique. L’e´tat de
sollicitation en chaque point de Gauss est ensuite transmis au mode`le fin. Un nou-
veau calcul est effectue´ avec ce dernier pour les conditions aux limites transmises.
L’e´tat de sollicitation obtenu dans le mode`le fin est finalement homoge´ne´ise´, pour
permettre d’actualiser l’e´tat de sollicitation en chaque point de Gauss du mode`le
macroscopique.
A` ce premier groupe de de´marches multi-e´chelle, s’ajoutent deux autres types, pour les-
quels les mode`les fin et macroscopique sont employe´s se´pare´ment :
— une utilisation en post-traitement [Oliver-Leblond et al., 2013] : Le mode`le fin est
utilise´ a` la suite d’un premier calcul complet effectue´ a` l’aide du mode`le macro-
scopique. Le mode`le fin est utilise´ comme un outil de post-traitement du re´sultat
obtenu par le mode`le macroscopique. Dans une zone restreinte, zone dans laquelle
se manifestent les discontinuite´s (fissures) un second calcul est effectue´ a` l’aide du
mode`le fin exploitant les conditions aux limites extraites du calcul effectue´ avec
le mode`le macroscopique. Il est ainsi possible d’extraire des donne´es difficilement
accessibles par l’interme´diaire du mode`le macroscopique, telles que l’ouverture de
fissures. A` la diffe´rence d’une utilisation hie´rarchique, l’alternance entre les mode`les
macroscopique et fin, n’est effectue´e qu’une seule fois, lorsque le calcul sur la base
du mode`le macroscopique est acheve´. Il n’y a donc pas de retour des informations
obtenues a` l’aide du mode`le fin vers le mode`le macroscopique ;
— une utilisation en pre´-traitement [Delaplace et Desmorat, 2007] : Appele´e “expe´ri-
mentation nume´rique”, cette de´marche consiste a` remplacer une part des essais en
laboratoire par des simulations. En accordant une certaine confiance a` la fide´lite´ du
mode`le, il est possible d’exploiter les re´sultats de cette expe´rimentation nume´rique
pour de´velopper et identifier le mode`le macroscopique, ensuite utilise´ pour le calcul
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de structure.
Dans ces travaux de the`se, une de´marche d’expe´rimentation nume´rique est adopte´e. Dans
le paragraphe qui suit, les avantages d’une telle de´marche multi-e´chelle sont mis en avant,
relativement a` une de´marche d’expe´rimentation en laboratoire.
3.2 Comple´mentarite´ de l’expe´rimentation nume´rique
Une des limites a` l’enrichissement et a` l’utilisation de mode`les continus macroscopiques
est leur besoin conse´quent en essais de plus en plus complexes.
Concernant leur utilisation, il est principalement question d’essais re´pe´titifs servant a`
l’identification des parame`tres du mode`le. L’he´te´roge´ne´ite´ des mate´riaux quasi-fragiles,
notamment celle des roches ou du be´ton, n’est que tre`s peu controˆle´e. Or la me´so-structure
influence significativement la valeur que prennent les parame`tres mate´riaux d’un mode`le ;
ainsi il est souvent ne´cessaire d’avoir a` re´-identifier ces parame`tres d’un jeu d’e´prouvettes
de mate´riau a` un autre.
Concernant leur enrichissement, il s’agit d’un besoin, certes moindre, d’essais de ca-
racte´risation. Dans la section 2, il a e´te´ mis en e´vidence qu’une grande partie de la
phe´nome´nologie des mate´riaux quasi-fragiles a de´ja` e´te´ appre´hende´e, toutefois il reste
encore des configurations de chargement qui n’ont pas ou peu e´te´ explore´es (chargements
cycliques, chargements multi-axiaux) et ce, principalement a` cause du caracte`re fragile de
ces mate´riaux qui pose des proble`mes de controˆle de l’expe´rience. De plus, meˆme si les
phe´nome`nes sont quantifie´s, les me´canismes en cause ne sont pas ne´cessairement assimile´s.
C’est notamment le cas pour les incompatibilite´s ge´ome´triques auxquelles est attribue´e
l’origine des de´formations re´siduelles et des effets hyste´re´tiques observe´s sous chargement
cyclique. La cause de ces incompatibilite´s n’est pas encore clairement explique´e.
Finalement, qu’il s’agisse d’identification ou de caracte´risation, les besoins expe´rimentaux
sont importants. Mais l’expe´rimentation nume´rique n’a pas pour seule vocation de servir
comme simple substitut a` l’expe´rimentation en laboratoire. Au-dela` d’un investissement
moindre en temps et en ressources mate´rielles, l’expe´rimentation nume´rique permet de
lever des obstacles auxquels l’expe´rimentation en laboratoire est confronte´e de manie`re
re´currente, comme :
— garantir la reproductibilite´ des essais et des re´sultats ;
— e´tudier des cas de chargement ne´cessitant un dispositif complexe ;
— e´valuer des quantite´s difficilement accessibles.
Pour les mate´riaux quasi-fragiles, les essais de traction illustrent bien ces obstacles. Dans
le cas d’un chargement uni-axial, les conditions aux limites en re´gime post-pic sont dif-
ficilement controˆlables. De`s lors que la fissuration ne se propage pas syme´triquement,
de la flexion peut eˆtre induite dans l’e´prouvette, il n’est alors plus possible de parler de
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traction pure (fig. 1.14). Et dans le cas tri-axial, l’essai n’a tout simplement jamais e´te´
re´alise´.
Figure 1.14: Flexion induite par la propagation asyme´trique de la fissuration lors d’un
essai de traction directe.
L’expe´rimentation nume´rique permet ainsi de re´pondre a` ces proble´matiques. Delaplace
et Desmorat [2007] ont exploite´ cette de´marche afin de calibrer la sensibilite´ a` l’endom-
magement h(D) du module de compressibilite´ hydrostatique effectif, dans le mode`le d’en-
dommagement anisotrope de Desmorat et al. [2007]. La calibration de cette sensibilite´
ne´cessite la re´alisation d’un chargement de traction tri-axiale endommageante, suivie de
chargements de traction uni-axiale, successivement, dans les trois directions orthogonales.
Cette proce´dure est ne´cessaire afin de pouvoir e´valuer le tenseur d’endommagement D a`
la suite d’un chargement tri-axial. E´tant donne´ la complexite´ de ce processus, une cali-
bration du mode`le de Desmorat et al. [2007] ne pourrait donc tout simplement pas eˆtre
re´alise´e en laboratoire.
Dans le cadre de l’e´tude mene´e par Delaplace et Desmorat [2007], la complexite´ de l’essai
est le facteur limitant l’acce`s a` l’information, mais il s’ave`re aussi que parfois l’information
recherche´e elle-meˆme, soit inaccessible. En cause, le fait que l’information, ou quantite´
d’inte´reˆt, ne posse`de que peu ou pas de fondement physique. Chose fre´quente dans le
cas de mode`les macroscopiques phe´nome´nologiques, voire empiriques. En cause, aussi, le
fait que d’acce´der a` la quantite´ d’inte´reˆt requerrait une instrumentation trop pousse´e de
l’essai, entre autres, la mesure d’une e´nergie dissipe´e spe´cifique a` un me´canisme spe´cifique
(fissuration, friction) ou encore l’estimation de la proportion de fissures ouvertes et ferme´es
dans un volume de mate´riau de´grade´.
Les quantite´s qui viennent d’eˆtre mentionne´es sont celles qui feront l’objet d’une expe´-
rimentation nume´rique par la suite, notamment pour caracte´riser les effets unilate´ral et
hyste´re´tiques.
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Ne´anmoins, avant de proce´der a` une quelconque expe´rimentation nume´rique, il est ne´ces-
saire de pouvoir accorder une confiance certaine au mode`le fin utilise´, notamment en
termes de fide´lite´ et de robustesse. Le choix de la me´thode de mode´lisation nume´rique
adapte´e au de´veloppement du mode`le fin est de´taille´ dans ce qui suit.
4 Me´thodes de mode´lisation pour l’expe´rimentation
nume´rique
Le mode`le fin se positionne a` une e´chelle infe´rieure a` celle du VER, autrement dit une
e´chelle a` laquelle le mate´riau ne peut plus eˆtre conside´re´ comme homoge`ne. L’inte´reˆt du
mode`le fin est bien e´videmment de pouvoir tenir compte des conse´quences de la pre´sence
d’he´te´roge´ne´ite´s. Pour les mate´riaux quasi-fragiles les he´te´roge´ne´ite´s dont il faut tenir
compte sont la fissuration, les pores et les de´fauts, et les autres phases, spe´cifiques au
mate´riau, se distinguant a` l’e´chelle de mode´lisation choisie. Dans le cas du be´ton a` l’e´chelle
me´soscopique, par exemple, il s’agit du mortier, de l’interface de transition, et des granu-
lats.
De`s lors qu’il est ne´cessaire de tenir compte d’he´te´roge´ne´ite´s, une mode´lisation issue de
la Me´thode des E´le´ments Finis ou Finite Element Method (FEM), entie`rement continue,
s’ave`re peu efficace. Reproduire des he´te´roge´ne´ite´s initialement pre´sentes dans le mate´riau
(phases de proprie´te´s me´caniques diffe´rentes) n’est pas irre´alisable, mais ne´cessite soit
l’emploi de maillages adapte´s, soit la modification des fonctions de formes associe´es aux
e´le´ments finis traverse´s par une discontinuite´ de phase [Nguyen et al., 2010]. Un maillage
adapte´ implique qu’un e´le´ment fini ne peut appartenir qu’a` une unique phase. Cette
solution est couˆteuse, car elle impose que le maillage soit suffisamment fin pour que
la re´partition spatiale de chaque phase soit respecte´e. La modification des fonctions de
formes sur un e´le´ment fini constitue´ de deux phases est re´alise´e de sorte que la discontinuite´
des de´formations conse´quence du changement de proprie´te´s, soit lisse´e sur l’ensemble de
l’e´le´ment fini.
Cependant reproduire des he´te´roge´ne´ite´s apparaissant lors de l’essai, pour ne pas dire
plus simplement des fissures, est plus ardu. De´crire explicitement une fissure dans une
mode´lisation classique par la FEM ne peut se faire autrement que par remaillage complet
du volume de mate´riau mode´lise´ pour laisser apparaˆıtre le vide forme´. Cette solution n’est
e´videmment pas envisageable, e´tant donne´ les couˆts de calculs engendre´s par le remaillage
complet, d’autant plus lorsqu’il s’agit de mate´riaux quasi-fragiles dont la fissuration est
d’abord diffuse avant de localiser. La seule solution viable reste donc, comme pour des
mode`les macroscopiques, de re´partir la fissuration sur un ou plusieurs e´le´ments, par le
biais de la the´orie de l’endommagement. Ne´anmoins, l’emploi de cette the´orie pose le
meˆme proble`me au sein d’un mode`le fin qu’au sein d’un mode`le macroscopique, a` savoir
celui d’un manque d’objectivite´ vis-a`-vis de la finesse du maillage. Il est donc ne´cessaire
d’utiliser une me´thode de re´gularisation [Wriggers et Moftah, 2006].
Mate´riaux quasi-fragiles sous sollicitations cycliques
26 E´tat de l’art et motivations
Compte tenu des limitations rencontre´es par une mode´lisation issue de la FEM classique,
et la de´marche d’expe´rimentation nume´rique e´tant re´alise´e au pre´alable des calculs de
structures (oﬄine), il semble raisonnable de se tourner vers des me´thodes plus adapte´es
et plus re´alistes, meˆme si cela se fait parfois au de´triment des couˆts de calculs. Ainsi
dans ce qui suit, l’attention sera porte´e sur les me´thodes nume´riques de mode´lisation
permettant de prendre en compte explicitement des discontinuite´s de champs.
4.1 Me´thodes issues de la me´canique des milieux continus
Plusieurs me´thodes de mode´lisation s’inspirent directement la FEM, et se fondent donc sur
la me´canique des milieux continus. Ces me´thodes sont ensuite enrichies afin de permettre
une description explicite des discontinuite´s de champs de de´placement et de de´formation,
sans ne´cessiter de remaillage complet de la structure mode´lise´e.
Outre l’introduction ponctuelle d’e´le´ments d’interface [Rossi et Richer, 1987; Snozzi et al.,
2011], l’enrichissement de la cine´matique de la FEM ne´cessite l’utilisation de fonctions de
formes supple´mentaires. Pour leur proximite´ avec la FEM, et donc profitant de nombre
de ses de´veloppements, la Embedded Finite Element Method (E-FEM) [Ortiz et al., 1987]
et la eXtended Finite Element Method (X-FEM) [Moe¨s et al., 1999], sont parmi les plus
populaires.
La premie`re (E-FEM) consiste en un enrichissement local des e´le´ments finis traverse´s
par une discontinuite´ de champ, des fonctions de formes spe´cifiques sont introduites (fig.
1.15). Contrairement a` ce qui a e´te´ mentionne´ pre´ce´demment pour tenir compte d’un
changement de phase [Nguyen et al., 2010], les fonctions de formes peuvent ici eˆtre dis-
continues, a` l’image de la fonction Heaviside, pour reproduire une discontinuite´ du champs
de de´placement (1.1). La fonction de forme introduite permet de corriger le champ dis-
continu sur l’e´le´ment fini concerne´, de manie`re similaire a` un mode`le constitutif, ainsi
d’un point vue global, le nombre d’inconnues du proble`me (de´placements nodaux) reste
inchange´. D’ou` le nom de me´thode d’enrichissement local.
uE−FEM = ∑
i∈I uiφi + ∑e∈E βe
⎛
⎝H − ∑k∈N+e φk
⎞
⎠ (1.1)
avec ui les de´placements du nœud i, φi les fonctions de forme classiques du nœud i, I
l’ensemble des nœuds, β
e
le saut de de´placement de l’e´le´ment enrichi e, E l’ensemble des
e´le´ments enrichis,N+e l’ensemble des nœuds de l’e´le´ment e situe´s au-dela` de la discontinuite´
Γd, donc appartenant a` Ω+ (fig. 1.15), et H la fonction de Heaviside.
La seconde me´thode (X-FEM), a` l’inverse, consiste a` enrichir globalement les nœuds
des e´le´ments finis traverse´s par une discontinuite´ de champ, en introduisant des degre´s de
liberte´ supple´mentaires (fig. 1.15). Le champ discontinu est approche´ par une combinaison
line´aire de fonctions de formes classiques et des degre´s de liberte´ initiaux, a` laquelle est
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ajoute´e une combinaison line´aire de fonctions de formes fonde´es sur la partition de l’unite´
[Babuska et Melenk, 1997] et des degre´s de liberte´s supple´mentaires introduits (1.2). Cette
seconde partie du champ discontinu fait office d’enrichissement global.
uX−FEM = ∑
i∈I uiφi +∑j∈J bjφjH (1.2)
avec b les de´placements nodaux additionnels, J l’ensemble des nœuds additionnels.
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Figure 1.15: Description d’une discontinuite´ par la E-FEM et la X-FEM, et modifications
associe´es des fonctions de forme [Jira´sek et Belytschko, 2002].
Les degre´s de liberte´ supple´mentaires introduits dans la X-FEM (b2 et b3 sur la figure
1.15) permettent de de´coupler entie`rement les de´placements de deux sous-divisions de
l’e´le´ment fini de´limite´es par la discontinuite´.
Au contraire dans le cas de la E-FEM, il n’est possible d’introduire une discontinuite´ du
champ discre´tise´ qu’a` l’ordre 0 mais pas de ses de´rive´es d’ordre supe´rieur. Ainsi, dans
une formulation variationnelle classique – le champ discre´tise´ est le de´placement – il est
possible d’observer une discontinuite´ du champ de de´placement, mais pas de sa de´rive´e,
le champ de de´formation. En conse´quence, des incompatibilite´s du champ de de´formation
peuvent apparaˆıtre, ainsi que des contraintes artificielles. Une manie`re de reme´dier a`
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ce proble`me, en restant dans le cadre de la E-FEM, consiste a` utiliser une formulation
variationnelle mixte en de´placements et en de´formations [Washizu, 1975]. Les deux champs
sont alors introduits inde´pendamment dans la formulation du proble`me.
Il faut noter que bien d’autres me´thodes tout aussi populaires existent dans la litte´rature
et permettent de tenir compte de discontinuite´s de champs. Elle sont fonde´es sur un
enrichissement de FEM, entre autres la Generalized Finite Element Method (G-FEM)
[Strouboulis et al., 2000] et la Meshfree Galerkin Method [Belytschko et al., 1994], mais
leur emploi pour la mode´lisation de mate´riaux quasi-fragiles reste rare.
4.2 Me´thodes issues de la me´canique des solides inde´formables
A` l’inverse des me´thodes fonde´es sur la me´canique des milieux continus, les me´thodes
fonde´es sur la me´canique des solides inde´formables, de´crivent la matie`re comme un mi-
lieu entie`rement discontinu. Il s’agit d’un ensemble de solides, dont la position est ici
de´finie en un point, auxquels peuvent eˆtre associe´s une masse et un volume. Les notions
de contraintes et de de´formations n’ont plus lieu d’eˆtre et sont remplace´es par les notions
d’efforts et de moments, et de de´placements et de rotations. Toutefois, il est souvent fait
appel aux notions de contrainte et de de´formation dans le contexte des me´thodes fonde´es
sur la me´canique des solides inde´formables, pour tenter d’homoge´ne´iser les re´sultats ob-
tenus.
La Me´thode des E´le´ments Discrets ou Discrete Element Method (DEM) [Cundall et
Strack, 1979] de´crit la matie`re comme un ensemble de particules rigides comple`tement
inde´pendantes. Une particule est de´finie par un centre et une enveloppe, de´limitant son
volume. Le mouvement d’une particule est entie`rement de´crit par les degre´s de liberte´
(de´placements et rotations) de son centre. Contrairement a` la FEM, la DEM n’est pas une
me´thode de re´solution nume´rique d’e´quations aux de´rive´es partielles. La DEM consiste,
assez trivialement, a` re´soudre l’e´quilibre de forces ponctuelles applique´es a` un ensemble
de points, constitue´ des centres des particules. Les forces dont il est question dans les
premiers travaux exploitant la DEM sont le contact et frottement, ces interactions sont
suffisantes pour mode´liser des empilements granulaires. Par la suite, la cohe´sion y a e´te´
ajoute´e, par le biais de re´seaux de poutres [Kawai, 1978], pour de´crire des mate´riaux
quasi-fragiles.
Dans le cadre de la DEM, les particules sont parfaitement rigides donc incapables de subir
une quelconque de´formation. Afin de permettre la de´formation du milieu, chose ne´cessaire
lorsque la DEM est utilise´e pour mode´liser un milieu initialement continu, les particules
sont autorise´es a` se recouvrir. Une raideur de pe´nalisation, calcule´e a` partir de la rigidite´
e´lastique du mate´riau, est utilise´e pour restreindre de manie`re re´aliste le recouvrement
des particules.
La Discontinuous Deformation Analysis (DDA) [Shi et Goodman, 1985] palie a` cette li-
mitation en permettant une de´formation e´lastique des particules, ou blocs, comme elles
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sont appele´es dans le contexte de cette me´thode. Dans les premie`res versions de la DDA,
les blocs sont caracte´rise´s par les de´placements et rotations de leur centre, comme pour
la DEM, ainsi que par un tenseur de de´formation, unique pour le bloc entier. Plus au-
cun recouvrement des blocs n’est permis, le contact est donc ge´re´ par une me´thode de
pe´nalisation a` proprement parler, ou par la me´thode des multiplicateurs de Lagrange.
L’e´quilibre est trouve´ de manie`re a` satisfaire un minimum d’e´nergie totale du syste`me
entier de blocs e´tudie´. Dans des de´veloppements plus re´cents, le calcul de la de´formation
des blocs s’apparente de plus en plus a` un calcul par la FEM [Ghaboussi, 1988], une
discre´tisation du bloc en sous-e´le´ment est re´alise´e afin de permettre une description plus
pre´cise de sa de´forme´e. La DDA tend alors vers un compromis entre les deux me´thodes
de mode´lisation nume´riques que sont la DEM et la FEM.
4.3 Discussion
Chacune des me´thodes mentionne´es ci-dessus pre´sente un certain nombre d’avantages et
d’inconve´nients vis-a`-vis d’une mode´lisation fine du comportement des mate´riaux quasi-
fragiles sous chargements cycliques. Le choix de la me´thode employe´e dans le reste de ces
travaux s’est fait selon les arguments suivants :
— La E-FEM et ses de´rive´es sont le´ge`res en termes de couˆts de calculs graˆce a` un
enrichissement de la cine´matique uniquement local. Ne´anmoins, ces me´thodes ont
le de´savantage de ge´ne´rer des contraintes re´siduelles artificielles dans les fissures
[Jira´sek, 2000], a` moins d’employer un enrichissement plus complet des fonctions de
formes, pour permettre la discontinuite´ des de´placements et des de´formations quel
que soit le mode de sollicitation de la fissure. De plus, l’enrichissement cine´matique
e´tant local a` l’e´le´ment, il ne permet pas de garantir au niveau global de la structure
la continuite´ de la discontinuite´, et donc du trajet de fissuration.
— La X-FEM et ses de´rive´es ont l’avantage de permettre une discontinuite´ parfaite
des champs de´crits de part et d’autre d’une fissure ou d’un changement de phase,
par l’introduction de degre´s de liberte´ supple´mentaires. Ainsi, il est possible de
suivre le trajet de fissuration et d’en obtenir une description pre´cise. Cependant,
cet enrichissement global du mode`le nume´rique est couˆteux en temps de calculs, car
les degre´s de liberte´ d’un e´le´ment fini traverse´ par une discontinuite´ sont de´double´s.
La taille du proble`me a` re´soudre croˆıt donc rapidement. Ce point est d’autant plus
pe´nalisant que pour les mate´riaux quasi-fragiles la fissuration est largement diffuse
dans les premiers stades de de´gradation, avant de localiser. Une quantite´ plus
importante de discontinuite´s est a` pre´voir que pour des mate´riaux a` rupture plus
fragile.
— La DEM et ses de´rive´es ont l’inconve´nient d’avoir recours a` des particules inde´-
formables. Sans une discre´tisation suffisamment fine, la description du comporte-
ment continu du mate´riau est en partie de´grade´e. De plus, les fissures ne peuvent
se propager qu’entre les particules, celles-ci e´tant inde´formables et donc indivi-
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sibles. Le chemin emprunte´ par la fissuration n’est donc pas totalement objectif.
Ne´anmoins, encore une fois, le raffinement de la taille des particules permet de
compenser cette lacune. Par ailleurs, la me´sostructure d’une partie des mate´riaux
quasi-fragiles, notamment le be´ton, est un ensemble d’inclusions rigides (granulats)
incorpore´es dans une matrice souple (mortier/paˆte de ciment) dans laquelle se lo-
calisent les de´formations et donc les discontinuite´s. Cette description se rapproche
conside´rablement de celle d’un empilement granulaire cohe´sif, structure pour la-
quelle la DEM s’ave`re tre`s efficace, sans meˆme conside´rer de distinction de phases.
— La DDA et ses de´rive´es semblent les plus comple`tes, elles permettent une des-
cription sans contre-parties cine´matiques, aussi bien du milieu continu que des
discontinuite´s. Leur seul inconve´nient, de taille, reste les couˆts de calculs, ceux-
ci augmentent rapidement avec le nombre de blocs conside´re´s. La DDA n’est pas
conc¸ue pour l’e´tude d’un grand nombre de blocs. Or le nombre de blocs ne peut
eˆtre re´duit sans limiter l’objectivite´ du trajet de fissuration. Les couˆts de calculs
sont amplifie´s par la re´solution de proble`mes de contact (proble`mes non-line´aires)
tout en autorisant la de´formation des blocs, ce qui implique un nombre de degre´s
de liberte´ bien plus conse´quent qu’avec la DEM.
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Figure 1.16: Mode`le discret d’une e´prouvette rompue et profil de fissuration mesure´
[Delaplace, 2008].
En conclusion, aucune me´thode de mode´lisation n’est a` exclure impe´rativement, d’ailleurs
la E-FEM [Benkemoun et al., 2010], la X-FEM [Sukumar et Pre´vost, 2003], la DEM [D’Ad-
detta et al., 2002], et la DDA [Pearce et al., 2000] ont de´ja` toutes e´te´ utilise´es pour tenter
de reproduire le comportement de mate´riaux quasi-fragiles jusqu’a` la rupture. Toutefois
compte tenu de l’objectif de ces travaux, a` savoir mode´liser le comportement me´canique
sous chargement cyclique de mate´riaux quasi-fragiles, la DEM semble eˆtre l’alternative
la plus inte´ressante. En effet, dans la section pre´ce´dente abordant la phe´nome´nologie des
mate´riaux quasi-fragiles, il a e´te´ mis en avant que la plupart des phe´nome`nes macrosco-
piques observe´s sous chargements cycliques sont fortement influence´s par la description
ge´ome´trique de la fissuration. Bien que la DEM reste encore loin d’une reproduction fide`le
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de la topologie d’une fissure, elle permet tout de meˆme d’obtenir des informations exploi-
tables sur la rugosite´ et la tortuosite´ [Delaplace, 2008] (fig. 1.16). De plus, les me´thodes
issues de la me´canique des solides inde´formables posse`dent une aisance supple´mentaire
pour reproduire explicitement les me´canismes de contact et de friction au niveau des
discontinuite´s.
5 Synthe`se
Au travers de cette introduction bibliographique, le fondement du travail a` venir a e´te´
e´clairci.
Le comportement me´canique des mate´riaux quasi-fragiles est de´ja` largement appre´hende´.
Une grande partie des phe´nome`nes macroscopiques observe´s expe´rimentalement sous char-
gement monotone est de´ja` clairement explique´e et physiquement justifie´e. Inversement,
sous chargement cyclique, des lacunes persistent. Du moins, un consensus ne se de´gage
pas syste´matiquement sur l’explication physique qui leur est attribue´e. La complexite´
des essais a` concevoir est a` mettre en cause. En effet, expe´rimentalement, il n’est pas
simple d’e´valuer la de´pendance de l’effet unilate´ral ou des effets hyste´re´tiques, au niveau
de de´gradation du mate´riau, ou encore a` la pre´sence partielle d’eau et au comportement
au jeune aˆge.
Bien que l’objectif d’ensemble de cette e´tude soit la simulation de la re´ponse de struc-
tures comple`tes, tenter de lever certaines inde´terminations du comportement me´canique
des mate´riaux quasi-fragiles a` l’e´chelle du VER est aussi inte´ressant. Ainsi le choix d’une
de´marche d’expe´rimentation nume´rique, au sein de laquelle les mode`les fins et macro-
scopiques ne sont que faiblement couple´s est adapte´e. En effet, une telle de´marche per-
met de porter se´pare´ment une attention particulie`re a` l’analyse du comportement fin
du mate´riau, d’une part, et au de´veloppement et a` la mise en œuvre de mode`les ma-
croscopiques, d’autre part. L’homoge´ne´isation des re´sultats obtenus a` l’e´chelle fine par
la formulation d’un mode`le macroscopique n’est cependant pas syste´matique, contraire-
ment aux me´thodes mutli-e´chelle fortement couple´es. Le soin de ce travail est laisse´ a` la
discre´tion du mode´lisateur, comme il est fait classiquement a` partir de re´sultats d’essais
en laboratoire.
Le choix d’un mode`le fin fonde´ sur la me´thode aux e´le´ments discrets est propre aux
mate´riaux quasi-fragiles et au besoin d’e´tudier le comportement sous chargement cyclique.
La capacite´ des mode`les discrets a` de´crire une discontinuite´ du champ de de´formations
sans introduire la moindre contrainte parasite, a` reproduire un trajet de fissuration continu
et relativement re´aliste, et a` reproduire le comportement me´canique unilate´ral d’une fis-
sure par une gestion simple du contact, en fait l’outil ade´quat aux besoins l’e´tude.
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Description et de´veloppements d’une
mode´lisation fine
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1 Introduction
L’outil d’expe´rimentation nume´rique de´veloppe´ dans ce travail s’appuie sur un mode`le dis-
cret existant DEAP2D initialement conc¸u par Delaplace [2008]. Une pre´sentation de´taille´e
en est faite. Celle-ci s’attarde sur les choix de mode´lisation effectue´s au cours de son
e´laboration, en vue d’une utilisation de l’outil comme un interme´diaire entre les re´sultats
d’expe´rience et la mise en œuvre de mode`les de comportement macroscopiques pour le
calcul de structures. Toutefois, ce mode`le discret est encore a` un stade de de´veloppement
ou` seuls des chargements monotones peuvent eˆtre e´tudie´s, et posse`de une efficacite´ li-
mite´e pour des modes de fissuration autres que la fissuration en mode I. Ainsi, a` travers
cette the`se deux de´veloppements sont propose´s : l’introduction du contact frottant et
l’utilisation d’un crite`re de rupture adapte´.
L’introduction du contact dans le mode`le initial DEAP2D n’est pas, a` premie`re vue, un
point de´licat. Le contact est l’interaction principale conside´re´e dans les mode`les issus de
la DEM, et ce depuis le premier mode`le de ce type de´veloppe´ par Cundall et Strack [1979].
Cependant, les mode`les issus de la DEM ne sont pas classiquement utilise´s pour e´tudier le
comportement de mate´riaux cohe´sifs sujets a` fissuration. Les applications scientifiques de
ces mode`les e´tant sensiblement diffe´rentes, les sche´mas de re´solution nume´rique utilise´s
le sont tout autant. Il s’agit tre`s souvent d’une re´solution explicite re´alise´e dans un cadre
dynamique. Dans le contexte de ces travaux, et donc l’e´tude de la fissuration de mate´riaux
cohe´sifs soumis a` des chargements lents, un cadre quasi-statique est plus adapte´. Dans le
mode`le initial DEAP2D, la re´solution nume´rique est re´alise´e avec le sche´ma Saw-Tooth
[Rots et Invernizzi, 2004]. L’usage de ce sche´ma permet de re´soudre de manie`re stable
le proble`me de fissuration. Cependant lorsque l’interaction de contact est introduite, le
sche´ma Saw-Tooth n’est plus fonctionnel, du fait de son caracte`re explicite et du cadre
quasi-statique de l’e´tude. En effet, la non-line´arite´ du proble`me de contact, ne permet
plus de conserver la stabilite´ des re´sultats. Et l’abandon des effets dynamiques, notam-
ment l’amortissement visqueux, induit des oscillations nume´riques. Le choix est donc fait
d’approfondir le de´veloppement du sche´ma de re´solution nume´rique Saw-Tooth, afin de le
rendre implicite.
Les proble`mes de contact et de re´solution nume´rique mis a` part, le mode`le initial DEAP2D
soule`ve les meˆmes proble`mes que les re´seaux de poutres en ce qui concerne la dissipation
e´nerge´tique conse´quence de la fissuration. En effet, il est ge´ne´ralement admis que les
re´seaux de poutres affichent un comportement a` la rupture en traction bien trop fragile
[Schlangen et Van Mier, 1992]. Pour reproduire un comportement quasi-fragile en traction,
les he´te´roge´ne´ite´s du mate´riau sont conside´re´es par le biais de distributions statistiques
des parame`tres mate´riaux influenc¸ant la rupture. La tendance des re´seaux de poutres
a` afficher un comportement fragile en compression est une proble´matique moins connue
mais qui reste importante. Ainsi la formulation du crite`re de rupture local est discute´e
pour re´pondre a` cette proble´matique.
Mate´riaux quasi-fragiles sous sollicitations cycliques
Philosophie de mode´lisation fine 35
2 Philosophie de mode´lisation fine
Le mode`le fin de´veloppe´ dans ce travail se caracte´rise par une combinaison de la DEM
et d’un re´seau de poutres. L’objectif des de´veloppements a` venir est de permettre la
reproduction fide`le du comportement me´canique de mate´riaux quasi-fragiles a` une e´chelle
infe´rieure a` celle du VER, et ainsi, par la suite, d’effectuer des expe´riences nume´riques,
notamment sous chargements cycliques.
Dans le but de mettre en place un mode`le discret pre´dictif, il est ne´cessaire de s’assurer que
le mode`le soit aise´ment identifiable. Peu d’inte´reˆts pourraient eˆtre trouve´s en ne faisant
que reporter a` une e´chelle infe´rieure, les proble`mes rencontre´s a` l’e´chelle macroscopique
avec les mode`les continus. Contrairement a` ces mode`les, le mode`le discret se doit de
s’orienter vers une description enrichie de la ge´ome´trie et de la physique du milieu et
donc vers un usage d’e´quations constitutives simples. Dans le mode`le discret de´veloppe´,
hormis l’introduction d’un mode`le de friction et la prise en compte de la rupture fragile,
l’ensemble des comportements conside´re´s sont donc re´versibles.
Il existe aujourd’hui de nombreuses me´thodes pour reproduire des morphologies me´so-
scopiques, voire microscopiques, re´alistes. Des morphologies peuvent eˆtre, par exemple,
reproduites par analyse d’images [D’Addetta, 2004] ou par seuillage de champs ale´atoires
corre´le´s spatialement [Roubin et al., 2015]. Ne´anmoins, aucune distinction de phase n’est
faite dans le mode`le discret. Seuls les vides induits par la propagation de la fissuration
sont naturellement pris en compte. Ce choix se justifie par le souhait de simplifier, dans
la mesure du possible, la proce´dure d’identification du mode`le. Ne pas faire de distinc-
tion de phases permet de ne pas avoir a` introduire de parame`tres mate´riaux spe´cifiques
a` chaque phase, qui a` des e´chelles relativement fines peuvent s’ave´rer difficiles a` iden-
tifier [Bazˇant, 2010]. La discre´tisation du milieu dans le mode`le discret est effectue´e en
volumes (particules) rigides et inde´pendants. En conse´quence du choix qui vient d’eˆtre
effectue´, chaque particule repre´sente donc un e´le´ment de volume de mate´riau homoge`ne.
En revanche, deux aspects ale´atoires sont introduits, d’une part lors de la proce´dure de
discre´tisation, et d’autre part lors de l’attribution des proprie´te´s me´caniques. Ainsi, le
mate´riau he´te´roge`ne est discre´tise´ en milieux homoge`nes probabilistes.
En l’e´tat initial, le mode`le DEAP2D ne peut eˆtre utilise´ qu’a` l’e´tude de chargements
monotones, n’impliquant donc que l’ouverture des fissures. En effet, la seule interaction
conside´re´e entre les particules est la cohe´sion. Cette dernie`re est conside´re´e par le biais
d’un re´seau de poutres [Hrennikoff, 1941]. Dans la de´marche de conserver la simplicite´ du
mode`le discret, la fissuration est introduite dans le mode`le discret par la possibilite´ de
rupture parfaitement fragile de ces poutres. Aucun me´canisme dissipatif supple´mentaire,
comme peuvent l’introduire les mode`les de zone cohe´sives [Barenblatt, 1962], n’est pris
en compte.
Dans l’objectif d’e´tendre le domaine de validite´ du mode`le discret issu de DEAP2D a` des
chargements plus complexes (cycliques, multi-axiaux) une partie de ces travaux de the`se
s’inte´resse a` l’enrichissement des interactions et des modes de fissuration conside´re´s par
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le mode`le.
3 Description du mode`le discret
Les mode`les particulaires fonde´s sur la me´canique des solides inde´formables sont in-
trinse`quement adapte´s a` la descriptions de me´canismes discontinus. Lorsque ces mode`les
sont applique´s a` l’e´tude mate´riaux cohe´sifs, il est souvent fait le choix de les coupler a`
un re´seau de poutres, pour assurer la cohe´sion des particules. Le mode`le DEAP2D [Dela-
place, 2008], dont est issu le mode`le discret de´crit ci-dessous, s’inspire de ces deux types
de mode´lisations.
Puisque le mode`le discret est formule´ en deux dimensions, dans l’ensemble des e´quations
a` venir, la troisie`me dimension est prise de valeur unitaire.
3.1 Maillage et forme des particules
Le maillage du milieu e´tudie´ dans le contexte de la DEM est une e´tape importante. Il
n’existe pas d’objectivite´ des re´sultats d’une simulation par e´le´ments discrets vis-a`-vis du
maillage. Contrairement a` un calcul par la FEM, pour lequel le maillage est simplement
une discre´tisation formelle, lors d’un calcul par la DEM la taille et la forme des particules
a un sens particulier. Les interactions me´caniques entre les particules sont directement
de´termine´es a` partir de la ge´ome´trie des particules.
3.1.1 Ge´ome´trie des particules
Le choix de la ge´ome´trie des particules consiste a` en choisir la forme et la re´gularite´ du
contour.
Forme Il existe principalement deux types de forme de particule, circulaire (ou ellip-
tique) [Hentz et al., 2004] et polygonale [Tillemans et Herrmann, 1995]. La premie`re
pre´sente l’inte´reˆt de pouvoir eˆtre de´crite de manie`re analytique, l’e´quation d’un cercle
e´tant connue, les efforts de contact calcule´s a` partir de l’intersection de deux particules
sont facilement estime´s. Le choix de particules circulaires implique donc une re´duction
importante des couˆts de calculs comparativement au choix de particules polygonales. En
revanche, des particules polygonales sont plus adapte´es a` la description fine de la struc-
ture des mate´riaux quasi-fragiles [Potyondy et Cundall, 2004]. Par exemple, il n’est pas
ne´cessaire de proce´der a` un enrichissement des interactions entre particules pour repro-
duire le rapport entre les re´sistances en traction et en compression [Scholte`s et Donze´,
2013]. Des particules polygonales sont aussi plus adapte´es a` la description des phe´nome`nes
inhe´rents a` la fermeture de fissures, impliquant le contact et la friction, notamment sous
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chargement cyclique, car une repre´sentation plus re´aliste de la rugosite´ de la fissuration
est permise. De plus, des particules polygonales permettent d’e´viter l’introduction d’une
porosite´ non-souhaite´e [Issa et Nelson, 1992], ine´vitable avec un empilement de particules
circulaires dont la compacite´ est limite´e, quelle que soit la taille des particules (fig. 2.1).
En conse´quence une meilleure repre´sentation de certains phe´nome`nes macroscopiques,
tels que la dilatance, est obtenue avec des particules polygonales [Bashir et Goddard,
1991]. Pour ces raisons, des particules polygonales sont souvent retenues lorsqu’il s’agit
de mode´liser des mate´riaux cohe´sifs et frictionnels.
n=21 n=36 n=50
Figure 2.1: Arrangement volumique optimal dans un carre´ d’une quantite´ n de cercles
[Nurmela et O¨sterg˚ard, 1997].
Re´gularite´ Le choix d’une forme polygonale effectue´, vient le choix de la re´gularite´
des polygones maille´s. En re´alite´, il s’agit plutoˆt du choix de la re´gularite´ du re´seau de
poutres utilise´ pour mode´liser la cohe´sion, mais les deux notions sont intrinse`quement
lie´es. Bien qu’il n’ait pas encore e´te´ pre´sente´ en de´tails, le processus de ge´ne´ration du
maillage est utilise´ afin d’illustrer l’influence de la re´gularite´ de la forme des particules.
Comme explique´ ci-apre`s a` la section 3.1.2, l’ale´a du positionnement des centres de par-
ticules a dans une grille permet de controˆler la re´gularite´ du maillage (fig. 2.2a). Plus
l’ale´a est grand, plus la forme des polygones est irre´gulie`re. L’orientation des poutres du
re´seau, introduites par la suite pour reproduire la cohe´sion du mate´riau (section 3.2.1) est
de´termine´e par le contour des particules. La cohe´sion entre deux particules est assure´e, en
reliant leurs centres a` l’aide d’une poutre ; la direction de cette poutre est perpendiculaire
au coˆte´ commun des deux particules (proprie´te´ du diagramme de Voronoi). La figure 2.2b
montre la corre´lation entre l’ale´a et l’orientation de ces poutres. Plus l’ale´a est grand, plus
l’orientation des poutres est re´partie de manie`re uniforme dans toutes les directions. E´tant
donne´ qu’initialement la cohe´sion est la seule interaction se manifestant, une re´partition
homoge`ne des poutres assurant la cohe´sion, est ne´cessaire pour assurer l’isotropie des
proprie´te´s e´lastiques du mode`le. En conclusion, afin de de´crire un mate´riau initialement
isotrope, le choix de particules de forme irre´gulie`re semble ine´vitable. Une discre´tisation
re´gulie`re trouve davantage d’inte´reˆt pour la mode´lisation de milieux organise´s, a` l’e´chelle
mole´culaire [Born et al., 1955].
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a = 0.001 a = 0.5 a = 0.999
(a) forme des particules
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a = 0 .999
a = 0 .500
a = 0 .001
(b) orientation des e´le´ments poutres
Figure 2.2: Influence de l’ale´a a de la position du centre des particules [D’Addetta, 2004].
3.1.2 Ge´ne´ration du maillage
Le milieu est donc de´crit comme un ensemble de particules de forme irre´gulie`re, polygo-
nales, et de taille homoge`ne. La ge´ne´ration du maillage suit la proposition de Moukarzel
et Herrmann [1992] et se trouve re´sume´e par la figure 2.3.
D’abord, une grille est superpose´e a` l’e´le´ment de mate´riau a` discre´tiser. L’espacement des
mailles de la grille correspond a` la taille moyenne lp des particules. Ensuite, des points sont
ge´ne´re´s ale´atoirement dans chaque cellule de la grille, ces points repre´sentent les centres
de chaque particule. L’he´te´roge´ne´ite´ du maillage peut ainsi eˆtre controˆle´e en ajustant de
le positionnement ale´atoire des centres. Puis, la triangulation de Delaunay est applique´e
a` l’ensemble forme´ par les centres des particules. Les segments de´limitant les triangles
de Delaunay constituent le re´seau de poutre qui assurera la transmission des interactions
de cohe´sion entre les particules. Enfin, la forme polygonale des particules, exploite´e pour
l’e´valuation des interactions de contact, est obtenue par diagramme de Voronoi.
Figure 2.3: E´tapes successives de la ge´ne´ration du maillage [Delaplace, 2008] (de gauche
a` droite) : ge´ne´ration des centres, triangulation de Delaunay, diagramme de Voronoi,
intersection du diagramme de Voronoi et du contour.
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3.2 Interactions entre particules
3.2.1 Cohe´sion
La cohe´sion entre les particules dans un mode`le issu de la DEM est le plus souvent repro-
duite par un re´seau de poutres. Le premier re´seau de poutres a e´te´ introduit par Hren-
nikoff [1941] pour re´soudre des proble`mes d’e´lasticite´ classiques. Le mate´riau e´lastique
est discre´tise´ en utilisant des e´le´ments uni-dimensionnels (barres ou poutres) qui per-
mettent de transmettre les efforts entres les nœuds formant le re´seau de poutres. Le
de´veloppement de la simulation nume´rique a permis l’extension des re´seaux de poutres a`
l’e´tude des me´taux en ajoutant un comportement fragile aux barres ou aux poutres du
re´seau [Herrmann et al., 1989]. Bazˇant et al. [1990] et Schlangen et Van Mier [1992] ont
ensuite modifie´ cette approche de mode´lisation pour l’appliquer a` la rupture quasi-fragile
du be´ton sous chargement de traction.
i
j
+
+
kt
kn
1
2
3
4
5
Figure 2.4: Deux particules lie´es par une interface cohe´sive.
Une alternative aux re´seaux de poutres, consiste a` utiliser des interfaces cohe´sives plutoˆt
que des barres ou des poutres [D’Addetta, 2004]. La mode´lisation de la cohe´sion par inter-
faces cohe´sives s’inspire de travaux effectue´ dans le cadre de la FEM, afin de prendre en
compte des discontinuite´s. Les e´le´ments d’interfaces ont e´te´ introduits plus d’une de´cennie
avant le de´veloppement la DEM dans les travaux de [Goodman et al., 1968; Ngo et Scor-
delis, 1967], dont l’objectif e´tait d’utiliser les e´le´ments d’interface afin de remplacer les
vides introduits par les fissures tout en assurant la continuite´ des de´placements et des
de´formations dans le mode`le.
En comparaison des re´seaux de poutres, la mode´lisation par interfaces cohe´sives consiste,
non plus a` placer une unique barre ou poutre entre les centres de deux particules, mais
un nombre fini le long de leur interface. Les liens ne relient donc plus les centres de deux
particules adjacentes, mais sont re´partis sur une bande d’e´paisseur nulle au niveau du
coˆte´ commun aux deux particules, et constituent un e´le´ment d’interface.
Contrairement aux liens utilise´s dans les re´seaux de poutres, les e´le´ments d’interfaces
sont des e´le´ments inte´gre´s, dont les points d’inte´gration sont les barres ou poutres qui le
constituent (2.4). Par sommation des diffe´rents efforts transitant dans chacun des liens
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constituant l’interface, le torseur des efforts peut y eˆtre inte´gre´. Il est alors transporte´ au
centre des particules concerne´es.
Dans le cadre de ces travaux, un re´seau de poutres d’Euler-Bernoulli a toutefois e´te´ retenu.
Le formalisme des re´seaux de poutres, base´ sur un re´seau de nœuds reste bien plus proche,
et donc adapte´, a` un couplage avec un mode`le particulaire.
Dans un re´seau, la poutre i− j, liant les particules i et j, posse`de quatre parame`tres (fig.
2.5). Deux d’entre eux, la longueur lb,ij et la section Ab,ij – en 2D, e´gale a` la longueur
du coˆte´ commun aux deux particules – sont directement impose´es par la ge´ome´trie du
maillage ge´ne´re´. Du fait de l’ale´a de forme des particules, ces deux parame`tres ont des
valeurs propres a` chaque couple de particules, et donc a` chaque poutre. Les deux autres
parame`tres, le module de Young E¯ et le coefficient d’inertie α sont a` l’inverse conside´re´s
e´gaux pour chaque poutre. Le coefficient d’inertie α est introduit pour modifier le moment
d’inertie de flexion des poutres (Ib,ij = αA2b,ij/64π) et ainsi controˆler le coefficient de
Poisson macroscopique du re´seau de poutres.
i
j
+
+
θi
θj
E, α, Ab
lbui
uj
Figure 2.5: Deux particules lie´es par une cohe´sion de type poutre (re´seau de poutres).
Les forces et moment de cohe´sion entre deux particules i et j sont formule´s de la manie`re
suivante :
F coh,ij =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
FN,ij = E¯Ab,ij
lb,ij
(ui − uj) .nb,ij
FT,ij = 12E¯Ib,ij
l3b,ij
(ui − uj) .tb,ij − 6E¯Ib,ijl2b,ij (θi − θj)
MZ,ij = 6E¯Ib,ij
l2b,ij
(uj − ui) .tb,ij + 4E¯Ib,ijlb,ij (θi −
θj
2
)
(2.1)
ou` nb,ij et tb,ij sont les vecteurs normal et tangent de la section de la poutre i − j.
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3.2.2 Contact frottant
La mode´lisation de la de´gradation du be´ton sous chargements cycliques ou multi-axiaux
requiert de tenir compte du contact frottant pouvant avoir lieu entre couples de particules,
et ce, de manie`re a` capturer certains me´canismes spe´cifiques, tels que la fermeture de
fissures ou l’engre`nement de rugosite´ (”aggregate interlocking”).
Les poutres assurant la cohe´sion posse`dent un comportement e´lastique identique en trac-
tion et en compression. Afin de ne pas redoubler l’action des poutres lorsque deux par-
ticules s’interpe´ne`trent, le contact frottant n’est introduit qu’entre particules non lie´es
par une poutre. L’amplitude, la direction, le sens et le point d’application des efforts
de contact frottant sont exprime´s comme des fonctions de la surface de recouvrement
du couple de particules concerne´. Un recouvrement des couples de particules en contact
est ne´cessaire pour permettre la de´formation du mate´riau. En effet, comme cela a e´te´
mentionne´ pre´ce´demment, les particules sont inde´formables.
De´tection
Pour quantifier l’effort de contact frottant entre deux particules, il est d’abord ne´cessaire
de caracte´riser leur intersection. E´tant donne´ la forme polygonale des particules, leur
intersection ne peut eˆtre estime´e analytiquement, comme ce peut eˆtre le cas pour les
particules circulaires. Un algorithme de de´tection nume´rique est donc requis. La de´tection
du contact est une ope´ration couˆteuse en temps de calculs pour deux raisons :
— Une premie`re raison pour laquelle l’e´tape de de´tection du contact est couˆteuse est
le nombre e´leve´ de couple de particules potentiellement en contact. En effet, si
l’algorithme de de´tection e´tudie, pour chaque particule du mode`le, la possibilite´
de contact avec toutes les autres particules, le nombre d’ope´rations est de l’ordre
de O(n2) avec n le nombre de particules de la structure. Sachant que chacune
de ces ope´rations est, elle-meˆme, couˆteuse et qu’il serait dommageable de devoir
restreindre le nombre de particules dans la structure, il n’est pas raisonnable de
proce´der ainsi.
Afin de limiter les couˆts de recherche, le nombre de couples de particules poten-
tiellement en contact est re´duit. La me´thode de tri utilise´e dans le mode`le discret
est base´e sur une grille de taille constante, e´tant donne´ que la taille des particules
dans le mode`le discret est homoge`ne. Il faut noter qu’il existe d’autres me´thodes de
tri, plus complexes, base´es sur des grilles de tailles adaptatives ou encore sur une
organisation en arbre. Une description plus exhaustive des diffe´rentes me´thodes
peut eˆtre trouve´e dans [Williams et O’Connor, 1995; O’Connor, 1996]. Quant a` la
me´thode choisie, a` l’image du processus de disposition des centres de particules
lors de la cre´ation du maillage, les particules sont a` nouveau ordonne´es dans une
grille a` taille de maille constante. L’algorithme de contact n’e´tudie la possibilite´
de contact qu’entre des particules situe´es dans des cases voisines. La taille des
mailles de la grille est choisie suffisamment grande pour s’assurer que des parti-
cules n’e´tant pas situe´es dans la meˆme case ou des cases voisines ne sont pas en
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contact. En ce qui concerne l’algorithme de de´tection employe´, la taille des mailles
de la grille est choisie deux fois plus grande que la taille des mailles de la grille
utilise´e pour la cre´ation du maillage ; le plus grand segment contenu dans n’importe
quelle particule du maillage ne de´passera donc pas la taille de maille de la grille de
de´tection.
— Une seconde raison pour laquelle l’e´tape de de´tection du contact est couˆteuse,
ne concerne que les mode`les dont le contour des particules ne peut eˆtre de´crit
analytiquement. C’est pre´cise´ment le cas des particules polygonales. Il s’agit de
savoir si les deux particules e´tudie´es sont effectivement en contact, et quelle est
l’aire de la surface de recouvrement. En ce qui concerne les particules dont la
forme ne peut s’e´crire sous la forme d’une e´quation (cercles, ellipses, etc...), cette
ope´ration se fait simplement en re´solvant un syste`me d’ine´quations, de´crivant les
domaines occupe´s par les deux particules e´tudie´es. Ceci est bien moins couˆteux
que les me´thodes mentionne´es ci-apre`s pour des particules polygonales.
Du fait de l’inte´reˆt pour diverses applications en me´canique, en e´lectronique ou
encore en robotique, et de la complexite´ du proble`me, notamment pour re´duire
le nombre d’ope´rations ne´cessaires, les algorithmes de calcul d’intersection de po-
lygones ont fait l’objet de recherches importantes. Un algorithme de´veloppe´ par
[O’Rourke et al., 1982] pour le cas des particules polygonales convexes est em-
ploye´ ici. Le nombre d’ope´rations ne´cessaire pour calculer l’intersection de deux
particules est en O(n +m) avec n et m leur nombre de coˆte´s respectifs des deux
particules.
L’algorithme utilise´ pour de´terminer le polygone convexe d’intersection de deux particules,
elles-meˆmes convexes, est de´veloppe´ par O’Rourke et al. [1982].
L’e´valuation nume´rique de l’intersection d’un couple de particules est une proce´dure
couˆteuse en temps de calculs. Afin de limiter les couˆts de calculs de la phase de de´tection,
le nombre de couples potentiellement en contact a` analyser est restreint. Seules deux
particules situe´es relativement proches feront l’objet d’une de´tection de leur potentielle
intersection [Perkins et Williams, 2001].
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Figure 2.6: Deux particules en contact.
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Une fois l’intersection de deux particules caracte´rise´e, les proprie´te´s liste´es ci-dessous
peuvent eˆtre de´termine´es (fig. 2.6) :
- la surface d’intersection Sr qui est celle du polygone d’intersection.
- la largeur de la bande contact Lc qui est le plus long segment contenu dans le
polygone d’intersection.
- les vecteurs normal n⃗c et tangent t⃗c de contact, de´termine´s par rapport au plus
grand segment contenu dans le polygone d’intersection.
- le point d’application C de l’effort de contact frottant choisi comme le centre
d’inertie du polygone d’intersection.
Ces proprie´te´s sont enfin utilise´es pour e´valuer l’effort de contact frottant.
Effort de contact
La the´orie des poutres utilise´e pour la cohe´sion s’ave`re aussi adapte´e a` la description
de l’effort de contact normal e´lastique entre deux particules polygonales [Tillemans et
Herrmann, 1995; D’Addetta et al., 2002]. Une le´ge`re modification est effectue´e de manie`re
a` introduire la surface d’intersection Sr dans le calcul de l’effort normal transitant dans
une poutre fictive de longueur lc,ij et de section 1 ×Lc,ij (en 2D) :
F cont,ij = −E¯ (1 ×Lc,ij)lc,ij
Sr,ij
Lc,ij
nc,ij = −E¯Sr,ijlc,ij nc,ij (2.2)
ou` lc,ij est une longueur caracte´ristique fonction des diame`tres des deux particules en
contact (2.3) :
1
lc,ij
= 1
2
( 1
Di
+ 1
Dj
) (2.3)
Le rapport de la surface d’intersection Sr,ij et de la largueur de la bande de contact Lc,ij
peut eˆtre assimile´ a` un enfoncement moyen d’une particule dans l’autre. C’est pourquoi il
est utilise´ pour remplacer le de´placement relatif normal dans la formule de l’effort normal
de la the´orie des poutres.
Effort de frottement
La volonte´ de vouloir s’affranchir autant que possible de l’emploi de mode`les consti-
tutifs en augmentant le de´tail de la description ge´ome´trique du mate´riau est limite´e. Le
me´canisme de friction en est un exemple. Meˆme en ayant fait le choix de particules poly-
gonales, dont la pre´sence permet une meilleure description ge´ome´trique de la fissuration,
il n’est pas possible de s’affranchir comple`tement de mode`les constitutifs. Un raffinement
important de la taille des particules serait ne´cessaire, ce qui impliquerait des couˆts de
calculs trop e´leve´s.
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Ne´anmoins, la finesse de particule qu’il est possible d’atteindre permet tout de meˆme de
repre´senter correctement la rugosite´ macroscopique de la fissuration ainsi que sa tortuosite´.
En conse´quence, dans le cadre de mode`les discrets applique´s a` la mode´lisation du compor-
tement de mate´riaux quasi-fragiles, il est rarement fait appel a` des mode`les constitutifs
de frottement plus complexes que le mode`le de Coulomb. Le mode`le de Coulomb permet
de palier au manque de description ge´ome´trique de la rugosite´ microscopique.
Le mode`le de friction de Coulomb peut eˆtre de´crit a` l’aide de la seule e´quation sui-
vante :
∣∣F fric∣∣ =min (∣∣F elfric∣∣, µ∣∣F cont∣∣) (2.4)
Cette e´quation traduit que les deux solides sont conside´re´s adhe´rents tant que la valeur
l’effort tangent e´lastique est strictement infe´rieure a` la valeur de l’effort normal a` la surface
de contact ponde´re´e par un coefficient de frottement µ. Le glissement entre les deux solides
est atteint lorsque ∣∣F elfric∣∣ exce`de µ∣∣F cont∣∣. Dans ce cas, ∣∣F fric∣∣ est alors e´gal a` µ∣∣F cont∣∣
ce qui revient a` un glissement parfait entre les deux solides.
L’effort normal FN a de´ja` e´te´ de´fini, il faut maintenant de´finir la valeur e´lastique de
l’effort tangent F elfric. Classiquement la partie e´lastique est de´finie par une fonction de la
vitesse tangente entre les deux particules. Par exemple dans les travaux de [Tillemans et
Herrmann, 1995], la partie e´lastique est e´crite en fonction de la vitesse relative tangentielle
vrelfric entre les deux particules ponde´re´e par un coefficient d’amortissement γfric et une
masse e´quivalente meff calcule´e a` partir de la masse des deux particules :
F elfric,ij = −meffij γfric,ij ∣∣vrelfric,ij ∣∣.tc,ij (2.5)
Bien que physiquement comple`tement justifie´e, cette formulation de la partie e´lastique de
l’effort tangent n’est pas admissible dans le cadre du mode`le discret, tel que formule´ dans
cette e´tude. Dans un cadre quasi-statique, la vitesse relative entre deux particules n’est
pas de´finie.
Une fois de plus la the´orie des poutres est utilise´e, la partie e´lastique de l’effort tangent est
donc e´crit comme l’effort tranchant dans une poutre en fonction du de´placement relatif
de contact tangent auquel est soustrait le de´placement relatif de glissement :
F elfric,ij = E¯Ic,ijl3c,ij [(uc,ij − uc,ji) .tc,ij − δus,ij] .tc,ij (2.6)
ou` le moment d’inertie Ic,ij s’e´crit : Ic,ij = 1 ×L
3
c,ij
12
. L’effort e´lastique est alors exprime´ en
fonction des de´placements uc,ij et uc,ji qui sont respectivement les de´placements enregistre´s
par les particules i et j depuis leur entre´e en contact avec les particules j et i, et de δus
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mesurant le de´placement relatif de glissement entre les deux particules. Le de´placement
relatif δus est actualise´ de manie`re a` ve´rifier le crite`re de Coulomb. Les deux de´placements
uc et δus sont remis a` ze´ro lorsque le contact est perdu.
ut+1c,ij =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
utc,ij +∆ut+1c,ij si i et j sont en contact
0 si i et j sont disjointes
(2.7)
3.3 Me´canisme de rupture
La rupture des poutres de cohe´sion est parfaitement fragile. Le crite`re de rupture Pij de
la poutre liant les particules i et j de´pend de la de´formation axiale de la poutre ǫij , et
des rotations des deux particules θi,j :
Pij ( ǫij
ǫcrij
,
∣θj − θi∣
θcrij
) > 1 (2.8)
ou` les parame`tres de rupture de la poutre i − j sont ǫcrij , la limite en extension, et θcrij ,
la limite en rotation. Les de´formations axiales ǫ sont classiquement calcule´es a` partir du
de´placement relatif des deux particules :
ǫij = ∣∣ui − uj ∣∣
lb,ij
(2.9)
Lorsque le crite`re de rupture Pij est atteint, la poutre est retire´e du mode`le, et une
fissure apparaˆıt au niveau du coˆte´ commun des deux particules anciennement lie´es. Une
ouverture de fissure locale eij peut eˆtre e´value´e en calculant le de´placement relatif de ces
deux particules.
4 Algorithme de re´solution implicite quasi-statique
Les e´quations du mode`le discret ont e´te´ de´crites, elles ont une importance certaine sur
la re´ponse obtenue. Toutefois, les e´quations ne sont pas le seul parame`tre d’influence, le
choix de l’algorithme de re´solution est aussi primordial. D’autant plus, lorsque l’objectif
du mode`le mis en place est de produire des re´sultats pre´dictifs et quantitatifs, comme
l’implique une de´marche d’expe´rimentation nume´rique.
Le mode`le discret pre´sente´ ici de´crit les efforts internes F int comme une fonction non-
line´aire du de´placements des centres de particules. La non-line´arite´ des efforts internes est
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due au caracte`re non-line´aire e´lastique des efforts de contacts, et au caracte`re ine´lastique
de la rupture et de la friction.
Les re´seaux de poutres sont ge´ne´ralement utilise´s pour l’e´tude de chargements monotones,
et des modes de fissurations en ouverture (mode I ou mode mixte I et II). En ce qui
concerne ces applications le contact n’est pas un me´canisme pre´dominant, ainsi le sche´ma
de re´solution Saw-Tooth de´veloppe´ par Rots et Invernizzi [2004], spe´cifiquement de´veloppe´
pour la gestion de la fissuration, s’ave`re tre`s efficace. Ce sche´ma de re´solution assure la
stabilite´ des re´sultats, meˆme dans le cas d’un comportement fragile.
Dans le cas de chargements complexes, et plus particulie`rement de chargements cycliques,
la fermeture de fissures se manifeste, le contact devient alors un me´canisme pre´dominant.
Les nombreux comportements locaux non-line´aires sont la source d’impre´cisions pour
un sche´ma de re´solution explicite. L’introduction d’effets visqueux ou d’amortissement,
inhe´rents au contexte dynamique, permet bien souvent de lisser les oscillations nume´riques
lie´es aux non-line´arite´s de contact. Ne´anmoins, il est fait le choix de rester dans un
cadre quasi-statique. L’introduction de parame`tres arbitrairement identifie´s, comme peut
l’eˆtre un coefficient d’amortissement, est e´vite´e. De plus, un cadre quasi-statique permet
d’e´tudier la propagation de la fissuration de manie`re objective, vis-a`-vis d’effets dyna-
miques tels que la re´flection d’ondes au niveau des interfaces. Ces effets sont encore diffi-
cilement mode´lise´s et fortement de´pendants des he´te´roge´ne´ite´s du mate´riau, qui comme
explique´ pre´ce´demment ne sont pas prises en compte. Toutefois, l’algorithme de re´solution
explicite Saw-Tooth ne peut plus eˆtre utilise´ tel quel. Il est commune´ment accepte´, dans
le cadre d’autres me´thodes discre`tes, tels que les Contact Dynamics [Moreau, 1988] ou la
DDA [Shi et Goodman, 1985], qu’un algorithme de re´solution implicite est ne´cessaire pour
obtenir des re´sultats aussi bien quantitatifs que qualitatifs lorsque le contact est intro-
duit. En effet, il n’est alors plus ne´cessaire d’utiliser des artifices tels que l’amortissement
nume´rique pour obtenir des valeurs converge´es des efforts de contact ou de frottement
[Jing, 1998].
Dans l’objectif de surmonter les proble`mes d’oscillation et d’impre´cision du sche´ma Saw-
Tooth en pre´sence de contact et de friction, une version comple`tement implicite de ce
sche´ma de re´solution est propose´e. La re´solution est mene´e ite´rativement de sorte que
l’e´quilibre quasi-statique des efforts internes et des efforts externes F ext au pas de temps
t puisse s’e´crire :
F t+1int (ut+1) = F t+1ext (2.10)
En raison de son caracte`re ite´ratif, une re´solution implicite ne´cessite de faire attention a`
la robustesse de l’algorithme de´veloppe´. Par conse´quent, le sche´ma de re´solution propose´
est se´pare´ en deux e´tapes, d’une part la re´solution de l’e´quilibre des efforts (cohe´sion,
contact et friction), et d’autre part l’e´volution de la fissuration.
L’e´quilibre est calcule´ a` partir d’un sche´ma pre´dicteur-correcteur implicite, alors que
l’e´volution de la fissuration est traite´e a` l’aide du sche´ma Saw-Tooth tel que propose´ par
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Rots et Invernizzi [2004]. La gestion se´pare´e du me´canisme de rupture permet de simplifier
la pre´diction lors de la re´solution de l’e´quilibre, qui n’a alors plus a` tenir compte des varia-
tions de rigidite´ induites par la propagation de la fissuration. Par ailleurs, une relaxation
nume´rique est introduite pour corriger les proble`mes de robustesse restants.
Bien que le de´veloppement du mode`le discret dans un cadre quasi-statique induise des
couˆts de calculs re´duits et e´vite la repre´sentation arbitraire des phe´nome`nes d’amortis-
sement, l’abandon de ces phe´nome`nes ainsi que des effets inertiels rend les mouvements
de corps rigides proble´matiques. Les particules inde´pendantes de la structure principale,
sur lesquelles aucune condition aux limites en de´placement n’est applique´e, ne´cessitent un
traitement particulier afin de conserver une solution unique au proble`me d’e´quilibre.
A` noter que pour les re´sultats pre´sente´s dans cette section, la normalisation des valeurs
est effectue´e par rapport aux valeurs maximales atteintes lors de chaque simulation. Par
ailleurs, le temps fait re´fe´rence en re´alite´ au pseudo-temps, e´tant donne´ le caracte`re quasi-
statique des simulations.
4.1 Re´solution line´aire se´quentielle de l’e´volution de la fissura-
tion
Pour les re´seau de poutres particulaires, la fissuration consiste a` progressivement retirer
les poutres du re´seau, lorsque celles-ci sont conside´re´es comme rompues, et a` actualiser la
matrice de raideur globale du syste`me, lorsque les conditions de chargement e´voluent. A`
chaque nouvel incre´ment de chargement, la solution e´lastique du proble`me est calcule´e a`
partir de la matrice de raideur actualise´e a` la fin de l’incre´ment pre´ce´dent. Cette manie`re
de proce´der est par de´finition explicite.
Le sche´ma de re´solution Saw-Tooth est applique´ aux re´seaux de poutres particulaires par
Delaplace [2008]. L’efficacite´ de ce sche´ma de re´solution re´side dans la manie`re spe´cifique
dont sont retire´es les poutres du re´seau. Il se distingue des algorithmes explicites clas-
siques, en recalculant l’e´quilibre des efforts apre`s le retrait de chaque poutre. Le proble`me
d’e´quilibre est donc re´solu comme une succession de proble`mes line´aires vis-a`-vis de la
de´gradation de la raideur globale induite par la fissuration. Cette me´thode est, elle aussi,
explicite, mais s’ave`re extreˆmement stable, le facie`s de fissuration obtenu est comple`tement
inde´pendant de la taille des incre´ments de chargement.
Dans le mode`le discret, l’e´volution de la fissuration n’est plus le seul me´canisme non-
line´aire, elle est aussi combine´e avec le contact et la friction, le chargement ne peut
plus eˆtre entie`rement controˆle´ par la rupture des poutres. Dans la version originale de
l’algorithme Saw-Tooth, le chargement total n’est pas de´compose´ en incre´ments. Le char-
gement entier est applique´ a` chaque ite´ration, et une de´charge e´lastique est effectue´e
jusqu’au point de chargement ou` rompt le premier e´le´ment poutre du re´seau. La matrice
de raideur globale du re´seau est actualise´e, puis le chargement complet est a` nouveau
applique´. Ce sche´ma est re´pe´te´ jusqu’a` ce que l’ensemble des poutres devant rompre pour
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le chargement complet aient rompu. L’introduction du contact et de la friction, ne per-
met plus de re´aliser une de´charge e´lastique jusqu’au point ou` la premie`re poutre rompt.
Il est donc ne´cessaire de de´composer, de manie`re classique, le chargement complet en
incre´ments. Ne´anmoins le crite`re pour choisir l’e´le´ment poutre devant eˆtre retire´ a` une
ite´ration donne´e reste le meˆme que dans l’algorithme original, il s’agit de l’e´le´ment poutre
le plus e´loigne´ de son crite`re de rupture, tel que de´fini dans la section 3.3. Voici la des-
cription d’une ite´ration du sche´ma de re´solution line´aire se´quentiel, tel qu’utilise´ dans le
mode`le discret :
1. De´but de l’ite´ration m + 1 au pas de temps t
2. Re´solution de l’e´quilibre des forces et actualisation des de´placements globaux :
ut,m+1 = ut,m +∆ut,m+1, en inversant la matrice de raideur globale Kt,m.
3. Calcul de l’inverse du crite`re de rupture pour chacun des couples de particules i et
j lie´ par une poutre : γij = 1
Pij
4. Si mini,j γij > 1 passage a` l’incre´ment de chargement t + 1 et actualisation de
Kt+1,0 =Kt,m, sinon proce´der a` l’e´tape suivante.
5. La poutre dont la valeur γ de l’inverse du crite`re de rupture est la plus faible est
conside´re´e rompue, et la matrice de raideur globale K
coh
du re´seau de poutres est
actualise´e : Kt,m+1
coh
=Kt,m
coh
− tT
ij
K loc
coh,ij
T
ij
ou` la poutre reliant i et j est celle de plus faible valeur γ, K loc
coh,ij
est sa matrice
de raideur exprime´e dans son repe`re local et T
ij
est la matrice de passage de ce
repe`re local au repe`re global.
6. Proce´der a` l’ite´ration suivante m+2 au meˆme pas de temps t et retourner a` l’e´tape
1.
Il faut noter que l’imple´mentation d’un tel algorithme est grandement favorise´e par le com-
portement e´lastique, parfaitement fragile des poutres du re´seau. Le sche´ma de re´solution
Saw-Tooth devient couˆteux en temps de calculs en pre´sence de mode`les constitutifs plus
complexes [Cusatis et al., 2011a], car le nombre d’e´ve`nements non-line´aires croˆıt rapi-
dement. Toutefois, des tentatives d’application ont e´te´ mene´es pour des comportements
plastiques [Rots et al., 2008].
4.2 Re´solution implicite de l’e´quilibre
Comme explique´ pre´ce´demment, l’e´quilibre des interactions est calcule´ en conside´rant
simultane´ment la cohe´sion, le contact et la friction. Le proble`me d’e´quilibre est re´solu de
manie`re ite´rative a` l’aide d’un sche´ma pre´dicteur-correcteur. Ce type de sche´ma consiste a`
effectuer une pre´diction des efforts internes, puis a` venir les corriger pour que les e´quations
constitutives du mode`le soient ve´rifie´es. Le caracte`re implicite de ce sche´ma implique que
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les e´tapes de pre´diction et de correction sont re´pe´te´es jusqu’a` ce que la modification des
efforts internes apporte´e par l’e´tape de correction soit ne´gligeable devant la valeur de ces
efforts.
L’attention est porte´e sur le choix d’un pre´dicteur adapte´ aux non-line´arite´s conside´re´es.
Graˆce a` l’utilisation du sche´ma Saw-Tooth, la fissuration n’e´volue pas lors de la re´solution
du proble`me d’e´quilibre, l’interaction de cohe´sion est donc line´aire e´lastique. L’interaction
de friction est mode´lise´e a` l’aide d’un mode`le de Coulomb, il s’agit donc d’un comporte-
ment line´aire e´lastique, puis parfaitement plastique. Par conse´quent seule l’interaction de
contact s’ave`re complique´e a` ge´rer.
4.2.1 Non-line´arite´s induites par le contact
Les non-line´arite´s induites par l’interaction de contact ont deux origines. La premie`re
est due a` la description ge´ome´trique du milieu, autrement dit la forme polygonale des
particules, et donc de leur intersection. La seconde origine est me´canique, en raison de
l’aspect unilate´ral du contact.
L’effort de contact normal est de´fini comme une fonction de la surface d’intersection
des deux particules concerne´es. Or les degre´s de liberte´ du syste`me a` re´soudre sont les
de´placements et rotations des centres de particules. La forme polygonale des particules
rend impossible l’expression analytique de la surface d’intersection de deux particules en
fonction de leur degre´s de liberte´ (de´placements et rotations). De plus, e´tant donne´ que
les particules sont de forme irre´gulie`re, la relation entre l’intersection et le de´placement
normal relatif n’est ni lisse, ni monotone, comme ce peut eˆtre le cas pour des particules
circulaires.
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Figure 2.7: Non-line´arite´ ge´ome´trique de contact induite par la forme des particules.
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En guise d’illustration, une comparaison entre l’e´volution de la surface d’intersection avec
le de´placement relatif normal des centres de deux particules polygonales et circulaires est
effectue´e en figure 2.7. Le mouvement applique´ aux deux particules est d’abord un simple
rapprochement, puis (apre`s le trait vertical pointille´) une rotation est ajoute´e. L’ajout de
la rotation induit temporairement une diminution de la surface d’intersection du couple
de particules polygonales, alors que naturellement aucune influence n’est observe´e pour
des particules circulaires.
La non-line´arite´ me´canique cause´e par l’aspect unilate´ral du contact induit, quant a` elle,
un proble`me de continuite´ du comportement local lors de l’initiation du contact. Selon
le mode`le constitutif de contact utilise´ dans le mode`le discret, fonde´ sur la the´orie des
poutres, la raideur de contact s’e´crit kc,ij = E¯Lc,ij/lc,ij, ou` Lc,ij est la largeur de la surface
d’intersection des deux particules en contact. Dans le cas d’un contact ponctuel, contact
sommet-sommet ou coˆte´-sommet (fig. 2.8a), la premie`re de´rive´e de l’effort de contact par
rapport a` la pe´ne´tration (Sr,ij/Lc,ij), autrement dit la raideur de contact, est continue, mais
la seconde de´rive´e ne l’est pas. Dans le cas d’un contact line´ique (fig. 2.8b), contact coˆte´-
coˆte´, il n’y a meˆme plus continuite´ de la premie`re de´rive´e puisque Lc passe imme´diatement
d’une valeur nulle a` une valeur finie. Les proble`mes lie´s a` ce de´faut de continuite´ seront
davantage mis en avant lors de simulations a` venir (section 4.2.4).
Des e´volutions non-monotones et des discontinuite´s de la relation de comportement de
contact peuvent mener a` des singularite´s ou des instabilite´s nume´riques. En effet, il n’est
plus garanti que la matrice de raideur globale du syste`me soit de´finie positive. De plus
lorsque le contact est initie´ ou perdu, des oscillations ou des proble`mes de convergence
de l’algorithme de re´solution ite´ratif peuvent se produire, car la position d’e´quilibre du
syste`me ne peut pas eˆtre trouve´e.
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Figure 2.8: Non-line´arite´ me´canique de contact induite par l’aspect unilate´ral : e´volutions
normalise´es de l’effort de contact normal et de la raideur.
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4.2.2 Description du pre´dicteur : Mode`le de contact line´arise´
Habituellement dans les mode`les issus de la DEM, et donc formule´s dans un cadre dyna-
mique explicite, l’e´volution de degre´s de liberte´, que sont les de´placements et rotation des
centres de particules, sont pre´dits sans avoir besoin d’inverser la matrice de raideur glo-
bale. Ils sont pre´dits a` partir des acce´le´rations au pas de temps pre´ce´dent. Dans le cadre
quasi-statique, une telle information n’est pas disponible. Par conse´quent, le choix est fait
de de´terminer l’incre´ment des de´placements et rotation a` l’aide d’une matrice de raideur
se´cante du syste`me. La de´finition des interactions non-line´aires est simplifie´e, de manie`re
a` pouvoir les e´crire comme des fonctions line´aires des degre´s de liberte´ du syste`me :
F˜ int ≃ K˜.u (2.11)
De manie`re simplifie´e, puisque les interactions de cohe´sion pre´dominent, un premier
pre´dicteur est teste´, ne´gligeant les interactions de contact et de friction. Il est espe´re´
que la correction des efforts internes, pour ve´rifier les e´quations constitutives de contact
et de friction, soient faibles devant les efforts de cohe´sion, ainsi l’algorithme pourrait
converger rapidement.
La matrice de raideur se´cante, n’est autre que la matrice de raideur du re´seau de poutres,
autrement dit la matrice utilise´e dans l’algorithme Saw-Tooth original :
K˜ = A
i=1,...,nparticles
⎛
⎝ ∑j=1,...,nbeam(i)(
tT ijK loc,ij
coh
T ij)⎞⎠ (2.12)
ou` K˜ est la matrice se´cante utilise´e pour la pre´diction, l’indice j re´fe`re aux particules lie´es
par une poutre aux particules i. T ij est la matrice de passage du repe`re local de la poutre
(nb,ij,tb,ij,z) au repe`re global du syste`me (x,y,z) :
T ij =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
cos(β) sin(β) 0 0 0 0
−sin(β) cos(β) 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 cos(β) sin(β) 0
0 0 0 −sin(β) cos(β) 0
0 0 0 0 0 1
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(2.13)
avec β l’angle (nb,ij,x).
La matrice locale de raideur 6x6 de cohe´sion K loc,ij
coh
est e´crite directement a` partir de la
de´finition des interactions de cohe´sion (section 3.2.1) :
Mate´riaux quasi-fragiles sous sollicitations cycliques
52 Description et de´veloppements d’une mode´lisation fine
K loc,ij
coh
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
E¯Ab,ij
lb,ij
0 0 − E¯Ab,ij
lb,ij
0 0
12E¯Ib,ij
l3
b,ij
−6E¯Ib,ij
l2
b,ij
0 −12E¯Ib,ij
lb,ij
6E¯Ib,ij
l2
b,ij
4E¯Ib,ij
lb,ij
0
6E¯Ib,ij
l2
b,ij
−2E¯Ib,ij
lb,ij
E¯Ab,ij
lb,ij
0 0
sym.
12E¯Ib,ij
l3
b,ij
0
4E¯Ib,ij
lb,ij
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(2.14)
La simulation d’une configuration simple (fig. 2.9) pre´sente de´ja` des oscillations. Le contact
entre les deux particules concerne´es est successivement de´tecte´ puis perdu apre`s chaque
ite´ration de pre´diction-correction, car l’effort de contact est sous-estime´ (nul) pendant
la pre´diction et sur-estime´ lors de la correction. La convergence des efforts internes ne
peut pas eˆtre obtenue, une pre´diction des efforts de contact et de friction semble donc
ne´cessaire.
Sur la base de la me´thode nomme´e open-close iteration introduite par Shi et Goodman
[1989], une contribution line´arise´e du contact et de la friction est conside´re´e lors de la
pre´diction. Lorsqu’un contact est de´tecte´ entre les particules i et l, a` une ite´ration donne´e,
a` l’ite´ration suivante, la contribution de ce contact est ajoute´e par le biais d’une matrice de
raideur se´cante de contact K˜
loc,il
cont
a` la matrice de raideur globale utilise´e pour la pre´diction.
La matrice K˜
loc,il
cont
est calcule´e a` partir des proprie´te´s du contact a` l’ite´ration donne´e. Ceci
implique que la matrice de raideur globale du syste`me utilise´e pour la pre´diction est
actualise´e apre`s chaque ite´ration.
K˜ = A
i=1,...,nparticles( ∑j=1,...,nbeam(i)(
tT ijK loc,ij
coh
T ij) + ∑
l=1,...,ncontact(i)(
tT ilK˜
loc,il
cont
T il)) (2.15)
ou` l’indice l re´fe`re aux particules dont l’intersection avec la particule i est non-nulle a`
l’ite´ration donne´e.
De manie`re similaire avec ce qui est fait avec la FEM, la me´thode des multiplicateurs
de Lagrange ou ses de´rive´es [Simo et Laursen, 1992] auraient pu eˆtre utilise´e pour tenir
compte du contact entre deux particules. Cependant, avec la DEM un recouvrement des
particules (inde´formables) doit eˆtre autorise´ pour reproduire la de´formation macrosco-
pique du milieu, ainsi une pre´diction line´aire fonde´e sur les me´thodes de pe´nalisation a
e´te´ retenue.
E´tant donne´ que le mode`le constitutif de contact est de´ja` tre`s similaire a` celui d’une
poutre, la pre´diction de l’effort de contact entre deux particules est conside´re´e e´gale
a` l’effort engendre´ par l’introduction d’une poutre d’e´paisseur e´gale a` la largeur de la
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surface d’intersection Lc et de longueur lc. Au final, cela revient a` faire les hypothe`ses
suivantes :
- Pour l’effort de contact normal : l’incre´ment de pe´ne´tration est suppose´ e´gal a`
l’incre´ment de de´placement normal relatif des deux particules en contact :
∆F˜cont,ij = E¯Lc,ij
lc,ij
(∆ui −∆uj) .nij (2.16)
- Pour l’effort de friction tangent : la pre´diction e´lastique est simplement e´gale a` l’ex-
pression exacte puisque l’incre´ment des de´placements cumule´s depuis l’initiation
du contact est e´gal a` l’incre´ment des de´placements totaux :
∆uc,ij =∆ui ⇒ ∆F˜fric,ij = E¯Ic,ij(lc,ij)3 (∆ui −∆uj) .tij (2.17)
- Pour le moment induit par les efforts de contact et de friction : en re´alite´ aucun
paralle`le ne peut eˆtre fait avec la the´orie des poutres puisque le moment est pro-
voque´ par le bras de levier entre le point d’application des efforts de contact et de
friction – le centre d’inertie de l’intersection des deux particules en contact – et les
centres des particules. Ne´anmoins l’introduction d’une raideur en flexion de poutre
est tout de meˆme introduite, car elle permet une ame´lioration de la pre´diction
vis-a`-vis du moment re´el induit :
∆M˜ fc,ij = 4E¯Ic,ijlc,ij (∆θi −
∆θj
2
) (2.18)
Pour re´sumer, voici la matrice locale de raideur 6x6 utilise´e pour la pre´diction des inter-
actions de contact et de friction :
K˜
loc,ij
cont
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
E¯Lc,ij
lc,ij
0 0 − E¯Lc,ij
lc,ij
0 0
12E¯Ic,ij
l3
c,ij
0 0 −12E¯Ic,ij
lc,ij
0
4E¯Ic,ij
lc,ij
0 0 −2E¯Ic,ij
lc,ij
E¯Lc,ij
lc,ij
0 0
sym.
12E¯Ic,ij
l3
c,ij
0
4E¯Ic,ij
lc,ij
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(2.19)
Avec une telle e´tape de pre´diction, le sche´ma pre´dicteur-correcteur imple´mente´ ici est
proche d’une me´thode de re´solution de Newton. La matrice de raideur globale utilise´e pour
la pre´diction peut eˆtre qualifie´e de se´cante puisque elle suit a` chaque ite´ration l’e´volution
des proprie´te´s du contact et relie les efforts internes aux degre´s de liberte´ totaux. L’uti-
lisation d’une matrice de raideur tangente a e´te´ e´vite´e a` cause des fortes non-line´arite´s.
En effet, l’e´volution de la surface d’intersection en fonction des de´placements nodaux
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n’est pas monotone, le caracte`re de´fini positif de la matrice de raideur tangente n’est pas
assure´.
La configuration simple utilise´e pre´ce´demment (fig. 2.9), pour montrer la ne´cessite´ d’une
pre´diction tenant compte du contact, est simule´e a` nouveau avec la nouvelle pre´diction
mise en place. La convergence de la valeur de l’effort de contact, et donc des efforts
internes, est obtenue rapidement, en deux ite´rations.
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Figure 2.9: Influence du pre´dicteur sur la convergence de l’algorithme.
4.2.3 Relaxation nume´rique
En raison de la non-line´arite´ de contact qualifie´e de me´canique, l’algorithme de re´solution
propose´ est sujet a` des proble`mes de convergence lorsque le contact est initie´ ou perdu.
L’introduction d’amortissement visqueux est une solution pratique pour re´duire l’effet de
ce type de proble`me. L’e´nergie dissipe´e par l’interme´diaire de l’amortissement permet de
limiter les oscillations. Cependant les effets dynamiques n’e´tant pas conside´re´s, le choix
d’introduire une relaxation nume´rique est effectue´.
La relaxation nume´rique consiste a` ne tenir compte que d’une certaine proportion h de
l’incre´ment de de´placement pre´dit lorsque les variations du re´sidu relatif (par rapport a`
la norme des efforts exte´rieurs) de re´solution r sont trop importantes (ici, lorsque celles-ci
exce`dent 10−4) :
uk+1 = uk + hk+1∆uk+1 hk+1 =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
hk si ∣∆rk+1∣ ≤ 10−4
hk
2
si ∣∆rk+1∣ > 10−4
(2.20)
ou` ∆uk+1 est l’incre´ment des degre´s de liberte´ (de´placements et rotation) pre´dit, ∆rk+1
est la variation d’incre´ment et hk+1 est le facteur de relaxation a` l’ite´ration courante
k + 1.
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4.2.4 Validation locale de la re´solution implicite de l’e´quilibre
Dans l’objectif de mettre en e´vidence l’efficacite´ du pre´dicteur choisi, ainsi que la ne´cessite´
d’introduire une relaxation nume´rique, l’e´tude isole´e du mouvement de deux particules
en contact est re´alise´e. Les deux particules sont conside´re´es dans un ensemble carre´ de
5x5 particules pre´-fissure´ afin de complexifier leur mouvement par rapport a` la premie`re
simulation re´alise´e (fig. 2.9). L’ensemble est pre´-fissure´ en de multiples endroits, et notam-
ment au niveau de l’interface entre les deux particules e´tudie´es, de manie`re a` permettre
plusieurs contacts sans avoir a` activer le me´canisme de rupture lors de la simulation, et
ainsi e´viter d’introduire un biais supple´mentaire. La figure 2.10 montre le mouvement des
deux particules en contact e´tudie´es (particules aux bords oranges au centre des images).
Le contact est mis en valeur par la nuance rouge.
L’ensemble est soumis a` un chargement de compression horizontal (images 1 a` 3), afin
d’e´tablir le contact entre les deux particules puis a` un chargement de traction dans la
meˆme direction (images 4 a` 9), de manie`re a` rompre le contact.
Figure 2.10: Mouvement des deux particules en contact e´tudie´es.
Lors de la simulation de l’essai les parties ge´ome´triques et me´caniques de la non-line´arite´
de contact sont observe´es. La premie`re se manifeste, car des rotations des deux particules
sont induites par des effets structuraux. Et la seconde se manifeste car le contact est
presque rompu puis maintenu sur une fine bande : du pas de temps 1200 (image 6)
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au pas de temps 1700 (image 8). Dans cette pe´riode, comme le montre l’illustration du
mouvement des particules, la localisation du contact se de´place du bas vers le haut des
deux particules, avant d’eˆtre comple`tement rompu.
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Figure 2.11: Influence de la relaxation nume´rique et de la taille de l’incre´ment de char-
gement sur l’e´volution normalise´e de l’effort de contact.
La simulation montre la stabilite´ vis-a`-vis de l’incre´ment de chargement de l’algorithme de
re´solution implicite de l’e´quilibre sans relaxation nume´rique (fig. 2.11). Quelle que soit la
discre´tisation du chargement choisie la re´ponse suit une e´volution identique. Cependant a`
la fin de la simulation des proble`mes de convergence du sche´ma pre´dicteur-correcteur sont
observe´s pour une discre´tisation fine (1700 pas) du chargement, a` cause de la discontinuite´
de la relation de comportement lorsque le contact est rompu.
La figure 2.12 montre plus en de´tails ce qui se produit lors des 500 derniers pas de
chargement, aux environs du moment de la perte du contact, de la simulation finement
discre´tise´e (1700 pas de chargement) en termes d’effort de contact et de re´sidu.
Comme observe´ lors de l’e´tude de la stabilite´, la re´solution implicite sans relaxation
nume´rique est sujette a` des oscillations. L’e´tude du re´sidu (fig. 2.12b) met en avant que,
sans relaxation nume´rique, sur certains intervalles la convergence du sche´ma de re´solution
implicite n’est pas obtenue – la convergence e´tant conside´re´e comme atteinte lorsque le
re´sidu est infe´rieur a` 10−7. Les oscillations peuvent s’expliquer par de multiples positions
d’e´quilibre voisines et l’incapacite´ du sche´ma de re´solution a` converger vers l’une d’entre
elles.
L’addition de la relaxation nume´rique au sche´ma de re´solution implicite aide grandement
a` surmonter cette difficulte´, et donc ame´liore la robustesse du sche´ma de re´solution de
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manie`re ge´ne´rale.
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Figure 2.12: Influence de la relaxation nume´rique lorsque le contact est rompu pour une
discre´tisation pseudo-temporelle fine.
4.3 Particules inde´pendantes
Une particule ou un groupe de particule est conside´re´ comme inde´pendant, lorsque l’en-
semble des poutres du re´seau, le reliant avec le reste de la structure, sont rompues. Si une
particule ou un groupe de particule inde´pendant n’est plus soumis directement, ou indirec-
tement par l’interme´diaire du re´seau de poutres, a` des conditions aux limites suffisantes,
un mouvement de corps rigide est autorise´.
Dans le cas classique de la DEM, les groupes de particules inde´pendants ne sont pas
un proble`me particulier. Le proble`me d’e´quilibre est re´solu dans le cadre dynamique, au
sein duquel les effets inertiels et visqueux sont conside´re´s, ainsi une solution unique au
proble`me existe, meˆme en pre´sence de mouvements de corps rigide. En revanche dans le
cadre quasi-statique, les mouvements de corps rigide doivent eˆtre empeˆche´s pour pre´server
l’unicite´ de la solution.
4.3.1 De´tection
La de´tection de groupes de particules inde´pendants n’est pas triviale. Lorsqu’un groupe
d’au moins deux particules se de´tache de la structure principale, un crite`re simple, pour
identifier un groupe inde´pendant, tel que si une particule ne posse`de plus aucune poutre
de cohe´sion, et donc est de´connecte´e du re´seau, alors elle est conside´re´e inde´pendante, qui
fonctionnerait pour un groupe constitue´ d’une seule particule, n’est plus adapte´.
Mate´riaux quasi-fragiles sous sollicitations cycliques
58 Description et de´veloppements d’une mode´lisation fine
Afin de re´soudre ce proble`me d’identification, il est possible de s’inspirer de la the´orie des
graphes, dont le contexte d’application est similaire aux re´seaux de poutres, autrement
dit un ensemble de nœuds et de connexions. Les algorithmes de´veloppe´s dans le cadre de
la the´orie des graphes pour de´tecter des composantes interconnecte´es s’ave`rent tre`s utiles
pour re´soudre le proble`me d’identification de groupes de particules inde´pendants.
Figure 2.13: Illustration de la proce´dure de parcours en largeur des particules.
Une composante interconnecte´e est un ensemble de nœuds dans un graphe, entre lesquels
un chemin direct ou indirect existe, par le biais d’une ou plusieurs connexions. Dans le
cas de re´seaux de poutres particulaires, les nœuds sont les particules et le chemin une
succession de poutres. Ainsi un groupe de particules inde´pendant peut eˆtre de´fini comme
une composante interconnecte´e du graphe qui repre´sente les particules et les poutres de
la structure mode´lise´e.
Parmi les algorithmes disponibles pour explorer un ensemble de nœuds et leurs connexions,
un algorithme simple et efficace a e´te´ retenu : l’algorithme de parcours en largeur [Moore,
1959] (Breadth-First Search). La me´thode de parcours utilise´e par cet algorithme consiste
a` partir d’un nœud, et a` explorer l’ensemble des nœuds qui y sont directement lie´s.
Successivement, pour chaque nœud nouvellement explore´, l’ensemble des nœuds inexplore´s
qui y sont lie´s sont explore´s. Ce sche´ma est re´pe´te´ jusqu’a` ce que plus aucun nouveau
nœud ne soit explore´ ; une composante interconnecte´e, et donc un groupe de particules
inde´pendant est alors de´fini. Cette proce´dure est re´pe´te´e a` partir d’une nouvelle particule
du maillage, ou nœud du graphe, inexplore´e, jusqu’a` ce que l’ensemble des groupes de
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particules inde´pendants soient de´finis, et donc que l’ensemble des particules du maillage
aient e´te´ explore´es. La figure 2.13 illustre la proce´dure de parcours en largeur, et propose
une possibilite´ d’ordre d’exploration des particules. Les coordonne´es X-Y repre´sentent
l’ordre dans lequel sont parcourus les groupes (X) et les particules (Y) a` l’inte´rieur du
groupe (X).
Dans le cas le plus de´favorable, l’algorithme de parcours en largeur explorera chaque
particule autant de fois qu’elle posse`de de poutres. En conse´quence, la complexite´ de
l’algorithme de´pend de la densite´ de poutres dans le re´seau. Dans la situation la plus
dense, autrement dit si chaque particule est lie´e a` l’ensemble des particules de la structure,
la complexite´ est O(n2), avec n le nombre de particules de la structure.
Maintenant que la proce´dure pour identifier les groupes de particules inde´pendants est
e´tablie, il reste a` de´terminer la possibilite´ de mouvement de corps rigide. Si un groupe de
particules inde´pendant ne ve´rifie pas les conditions suivantes, un traitement spe´cifique,
de´crit a` la section 4.3.2, doit lui eˆtre applique´ :
1. une condition aux limites applique´e sur au moins 3 degre´s de liberte´ diffe´rents ;
2. une condition aux limites applique´e sur au moins un de´placement dans chaque
direction (ux et uy).
4.3.2 Traitement nume´rique
Contrairement a` la proce´dure de de´tection des groupes de particules inde´pendants, le
traitement nume´rique d’un groupe de particules susceptible de subir un mouvement de
corps rigide est plutoˆt simple. Les groupes de particules inde´pendants concerne´s sont
conside´re´s comme n’interagissant plus avec le reste de la structure et sont donc retire´s.
Ce traitement nume´rique exprime le fait que dans la plupart des situations, le phe´nome`ne
d’e´caillage induit une perte de matie`re lorsque des morceaux de mate´riau quasi-fragile se
de´tachent et s’e´loignent de la structure. Cependant, il peut aussi s’ave´rer limite´, lorsque
des morceaux de matie`re se de´tachent a` l’inte´rieur d’une fissure horizontale, dans ce cas
il se peut que ces morceaux influencent encore le comportement me´canique.
Un traitement nume´rique alternatif pourrait consister a` bloquer le mouvement d’un groupe
de particules susceptible de subir un mouvement de corps rigide jusqu’a` ce que il entre en
contact avec le reste de la structure encore conside´re´e. Mais dans certains cas, comme par
exemple si l’interaction de contact n’est applique´e qu’en un seul point sur le groupe de
particules concerne´, l’effort de contact n’est pas e´quilibre´, il en re´sulte alors un mouvement
infini et incontroˆle´. Par conse´quent le choix de retirer les groupes de particules susceptibles
de subir un mouvement de corps rigide a e´te´ conserve´.
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4.4 Algorithme de re´solution global
Les algorithmes de re´solution des proble`mes d’e´quilibre, de rupture et de gestion des
particules inde´pendantes ont e´te´ introduits se´pare´ment. Ils sont assemble´s au sein de
l’algorithme de re´solution global de la manie`re suivante :
→ Boucle sur les pas de temps t.
↰
Boucle sur les ite´rations m de l’algorithme de re´solution du proble`me de
rupture et exploration des groupes de particules inde´pendants.
↰
Boucle sur les ite´rations k de l’algorithme de re´solution du proble`me
d’e´quilibre des interactions me´caniques.
Un sche´ma de l’algorithme de re´solution global est pre´sente´ en figure 2.14. A` noter que
la convergence du sche´ma pre´dicteur-correcteur est conside´re´e comme atteinte pour un
re´sidu relatif par rapport a` la norme des efforts exte´rieurs, infe´rieur a` 10−7. Cette valeur
a conduit a` des re´sultats satisfaisants en termes de pre´cision et de couˆts de calculs.
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Boucle sur les pas de pseudo-temps t
Boucle sur les ite´rations m de l’algorithme “Saw-tooth”
Boucle sur les ite´rations k
de l’algorithme pre´dicteur-correcteur
De´but du pas de temps t, les efforts exte´rieurs F text sont
acutalise´s. Les variables connues sont : ut,0,0,ut,0,0c ,u
t,0,0
s
Actualisation du re´sidu global :
rt,0,0 = rt−1 + (F text − F t−1ext)
Actualisation de la matrice de rigidite´ e´lastique globale K˜
t,m,k
utilise´e pour l’e´tape de pre´diction :
K˜
t,m,k = A
i=1,...,nparticles
⎛⎜⎜⎝ ∑j=1,...,nbeam(i) (
tT t,m
ij
K loc,t,m
coh,ij
T t,m
ij
)
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coh
K˜
t,m,k−1
cont
ou` j sont les particules interagissant par cohe´sion et l les parti-
cules interagissant par contact avec la particule i (a` t,m, k − 1)
Pre´diction de ut,m,k+1 :
ut,m,k = ut,m,k−1 + (K˜t,m,k)−1 rt,m,k−1
Actualisation des caracte´ristiques des contacts a` partir de ut,m,k et de la forme des particules :
surface d’intersection St,m,kr,il , directions normale n
t,m,k
c,il et tan-
gentielle tt,m,k
c,il
du contact, largeur de la bande de contact Lt,m,k
c,il
Actualisation du de´placement de contact :
u
t,m,k
c,il = ut,m,kc,il + ((Kt,m,k)−1 rt,m,k−1)
i
Calcul des efforts de contact de l sur i :
F
t,m,k
cont,il = f (St,m,kr,il , ut,m,kc,il , ut,m,ks,il ,Lt,m,kc,il , nt,m,kc,il , tt,m,kc,il )
Actualisation du re´sidu global :
Rt,m,k = F text − Kt,mcohut,m,k − ∑i∑l (T t,m,kil F t,m,kc,il )
∣∣Rt,m,k∣∣
∣∣F text∣∣ < ǫ = 1.10
−7
Calcul de l’inverse des crite`res de rupture γt,mij :
γ
t,m
ij =
⎛
⎝
ǫ
t,m,k
ij
ǫcr,ij
+ ∣θ
t,m,k
i − θt,m,kj ∣
θcr,ij
⎞
⎠
−1
ou` j interagissent par cohe´sion avec i (a` t,m)
minij (γt,mij ) < 1 ?Suppression de la poutre avec le γ le plus faible
De´tection des groupes de particules inde´pendants
et blocage si mouvement de corp-rigide possible
Remise a` ze´ro des de´placements accumule´s de
contact et de glissement en cas de perte de contact :
St,m,k
r,il
= 0 ⇒ ut+1,0,0
c,il
= 0 et ut+1,0,0
s,il
= 0
non
oui
k = k + 1
oui
non
m =m + 1, k = 0
t = t + 1, m = 0, k = 0
Figure 2.14: Sche´ma de l’algorithme de re´solution global.
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5 Comportement a` la rupture et fragilite´
L’utilisation de la combinaison d’un mode`le discret et d’un re´seau de poutres muni d’un
comportement a` la rupture simple, parfaitement fragile, permet de mode´liser aise´ment
des facie`s de fissuration. Ne´anmoins, ce type de mode`le est toujours limite´ en termes
de dissipation e´nerge´tique. En effet, un comportement fragile est aussi observe´ pour la
re´ponse globale du mode`le [D’Addetta et al., 2002]. De plus, la dissipation e´nerge´tique
est aussi de´pendante de la finesse du maillage [Schlangen et Van Mier, 1992].
En traction, la dissipation e´nerge´tique en re´gime post-pic est explique´e par l’apparition de
ponts de fissures (crack face bridging) due a` la pre´sence d’he´te´roge´ne´ite´s dans le mate´riau.
Dans le cas du be´ton, les de´fauts (pores ou interfaces) forment un chemin pre´fe´rentiel pour
la propagation de la fissuration. Ce chemin n’e´tant e´videmment pas le plus court, comme
cela pourrait eˆtre le cas dans un milieu homoge`ne, il en re´sulte une dissipation e´nerge´tique
plus importante. Pour cette raison, il a e´te´ sugge´re´ qu’une description me´soscopique du
mate´riau (description explicite des diffe´rentes phases) soit ne´cessaire pour obtenir une
dissipation plus re´aliste [Cusatis et al., 2003, 2006]. Cependant, une telle description im-
plique d’introduire des parame`tres propres a` chacune des phases. La calibration du mode`le
discret en serait significativement alourdie. Dans le cadre du mode`le discret ici de´veloppe´,
il a e´te´ choisi d’introduire les he´te´roge´ne´ite´s simplement, au moyen de distributions sta-
tistiques des parame`tres mate´riaux [Rossi et Richer, 1987]. Seuls les seuils de rupture
en extension ǫcrij et en rotation θ
cr
ij sont affecte´s par ces distributions statistiques, comme
propose´ par Van Mier et al. [2002]. Une distribution statistique des parame`tres e´lastiques
s’ave`re sans influence significative sur la re´ponse du mode`le. En re´alite´, les potentielles
conse´quences d’un ale´a des proprie´te´s e´lastiques sont de´ja` retranscrites par l’orientation
et les dimensions ale´atoires des poutres de cohe´sion, obtenues lors de la ge´ne´ration du
maillage (section 3.1).
Afin de reproduire correctement le comportement en traction et d’assurer une certaine
inde´pendance a` la finesse du maillage, plusieurs auteurs ont propose´ de remplacer le com-
portement parfaitement fragile des poutres de cohe´sion par un comportement adoucissant
[Davie et Bic´anic, 2003; Grassl et Jira´sek, 2010]. Il est montre´ dans cette section qu’il n’est
pas ne´cessaire d’introduire de telles lois. En effet, la seule introduction de la variabilite´ des
seuils de rupture est suffisante. Par ailleurs, la taille des particules, et donc la densite´ du
maillage, est conside´re´e comme un parame`tre mate´riau, par conse´quent les proble´matiques
d’inde´pendance au maillage sont en-dehors du cadre du mode`le discret.
En compression, le comportement en re´gime post-pic n’est pas aussi influence´ par les
proprie´te´s mate´rielles et la pre´sence d’he´te´roge´ne´ite´s, qu’en traction. La ductilite´ relative
du comportement en compression est plutoˆt explique´e par des effets structuraux. Les
diffe´rents me´canismes ayant lieu lors de la de´gradation d’un mate´riau quasi-fragile en
compression, selon Rossi et al. [1996] ou Van Mier [2009], sont sche´matise´s en figure
2.15. D’abord, la fissuration est diffuse et n’est visible qu’a` basse e´chelle (microscopique).
Ensuite, l’effet Poisson induit des extensions dans la direction perpendiculaire a` celle
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du chargement applique´. Des colonnes de mate´riau sont alors cre´e´es, mais a` ce point,
encore aucune perte de rigidite´ significative ne peut eˆtre observe´e. Enfin, le chargement
au pic est atteint, les fissures commencent a` se localiser. Les colonnes pre´alablement
forme´es s’effondrent sous un chargement en flexion excessif entraˆınant la rupture comple`te
de l’e´prouvette de mate´riau. La pre´dominance des effets structuraux pousse a` e´tudier
la formulation du crite`re de rupture P des poutres de cohe´sion, de´fini dans la section
3.3.
(a) contraintes principales (a` gauche) et facie`s de
fissuration (a` droite) [Vonk, 1992]
ft
fn
(b) sche´mas des e´tapes de de´gradation
Figure 2.15: De´gradation en compression avec supports adhe´rents.
5.1 Aspects statistiques
Pour une repre´sentation correcte du comportement post-pic en traction, une distribution
statistique des seuils de rupture est introduite [Delaplace, 2008]. Des distributions de
Gauss ou de Weibull ont e´te´ propose´es et explore´es. Morice [2014] a montre´ que le champ
de de´placement en pointe de fissure est sensiblement le meˆme tant que les distributions
utilise´es sont identiques en termes de moyenne et d’e´cart-type. Ne´anmoins, d’apre`s les
conclusions e´mises par Van Mier et al. [2002] concernant les facie`s de fissuration, une
distribution de Weibull a e´te´ utilise´e. La densite´ de probabilite´ d’une distribution de
Weibull s’e´crit :
f(x) = k
λ
(x
λ
)k−1 e−(x/λ)k (2.21)
avec λ le facteur d’e´chelle et k le facteur de forme de la distribution de Weibull.
Faute de contre-indication, la variabilite´ spatiale pour les deux seuils de rupture est
conside´re´e comme identique. En d’autres termes, l’hypothe`se est faite que l’he´te´roge´ne´ite´
du mate´riau influence de manie`re identique les deux seuils de rupture. Par conse´quent le
facteur de forme k est identique pour les distributions des deux seuils. Un tirage unique
pour les deux seuils de rupture de chaque poutre est effectue´, les facteurs d’e´chelle λ lui
sont ensuite applique´s, afin de distinguer le seuil en extension du seuil en rotation. Par
ailleurs, aucune valeur limite minimale ou maximale n’a e´te´ assigne´e au tirage des seuils
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de rupture contrairement a` la proposition de Van Mier et al. [2002] visant a` e´viter des
valeurs de seuils trop e´loigne´es de la valeur moyenne. Ce choix est fait de manie`re a` limiter
l’introduction de parame`tres additionnels. En effet, l’identification de ces valeurs limites
s’ave`rerait difficile, et leur ne´cessite´ n’est pas e´vidente.
La figure 2.16 compare la re´ponse du mode`le en traction uni-axiale pour des seuils de rup-
ture e´tablis de manie`re de´terministe (identiques pour chaque poutre, k ≃ ∞) et suivant
une distribution de Weibull (variation spatiale non corre´le´e). L’essai de traction directe
effectue´ par Terrien [1980] est utilise´ comme re´fe´rence. Un adoucissement en traction sa-
tisfaisant n’est obtenu que si les seuils sont de´termine´s de manie`re probabiliste. Pour cette
comparaison, les facteurs d’e´chelle utilise´s sont λǫcr = 2.39 10−4 et λθcr = 3.26 10−3.
Une prise en compte plus avance´e de la variabilite´ spatiale des seuils de rupture impli-
querait l’introduction d’une covariance spatiale des distributions statistiques. Ce proce´de´
est de´ja` plus complexe et reviendrait a` construire des morphologies nume´riques de me´so-
structures [Roubin, 2013].
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Figure 2.16: Influence de la variabilite´ des seuils de rupture sur la re´ponse en traction
uni-axiale normalise´e par rapport a` la limite e´lastique.
5.2 Formulation du crite`re de rupture
Une variabilite´ spatiale des seuils de rupture ǫcrij et θ
cr
ij vient d’eˆtre introduite de manie`re
a` ame´liorer la dissipation e´nerge´tique du mode`le en traction. Toutefois, les re´seaux de
poutres particulaires sont aussi connus pour afficher un comportement excessivement fra-
gile en compression [D’Addetta, 2004]. Afin de re´soudre ce proble`me, la formulation du
crite`re de rupture (2.8) a e´te´ e´tudie´e.
De nombreuses formulations peuvent eˆtre trouve´es dans la litte´rature [Davie et Bic´anic,
2003]. Certaines d’entre elles s’ave`rent efficaces pour de´crire l’inte´gralite´ du comportement
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jusqu’a` la rupture. Les quelques formulations e´tudie´es sont fonde´es notamment sur des
crite`res de type Rankine ou Mohr-Coulomb.
E´tant donne´ l’inte´reˆt porte´ a` la dissipation e´nerge´tique post-pic de re´sistance, dans les
simulations qui suivent, des supports parfaitement adhe´rents sont conside´re´s. Il s’agit de
la configuration la plus dissipative. Les re´sultats sont compare´s aux essais effectue´s par
Vonk [1992] avec une interface non-traite´e entre les supports et l’e´prouvette, pre´sentant
donc du frettage.
Le crite`re de rupture le plus simple, en accord avec la cause principale de l’apparition d’une
fissure (une extension locale) est un crite`re de Rankine fonction de l’extension axiale de
la poutre (fig. 2.17a) :
P
R,ext
ij = ǫijǫcrij > 1 (2.22)
Ce crite`re permet de reproduire correctement la rupture en traction ; cependant au-
cune perte de rigidite´ n’est observe´e en compression (fig. 2.19). Il n’est pas possible de
de´passer le stade de micro-fissuration diffuse oriente´e selon la direction de chargement
(fig. 2.20).
Un seuil unique en extension n’est donc pas suffisant, et un second seuil en rotation est
alors introduit (fig. 2.17b) :
P
R,rot
ij = ∣θi − θj ∣θcrij > 1 (2.23)
ǫij
(θi − θj)
ǫcr
O
+ +
(a) Rankine en extensions
ǫij
(θi − θj)
ǫcr
θcr
O
+ +
+
(b) Rankine en extensions et en ro-
tations
Figure 2.17: Forme des crite`res de rupture de type Rankine.
L’introduction du seuil en rotation permet d’observer une perte de rigidite´ en compression,
mais un comportement trop fragile en re´gime post-pic est observe´ (fig. 2.19). La rupture
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a effectivement lieu de manie`re simultane´e sur toute la largeur de l’e´prouvette. Qu’une
poutre du re´seau soit situe´e au cœur de l’e´prouvette ou a` l’exte´rieur n’a aucune influence,
celles-ci rompent pour un niveau de chargement identique. Le facie`s de fissuration est
donc horizontal (fig. 2.20).
Ainsi, il s’ave`re ne´cessaire d’introduire une de´pendance du seuil en rotation au niveau de
confinement de la poutre. Plus le niveau d’extension axiale de la poutre est faible, plus il
est difficile d’atteindre le seuil en rotation. Un crite`re de rupture de type Mohr-Coulomb
est aini formule´ (fig. 2.18a) :
PMCij = ǫijǫcrij +
∣θi − θj ∣
θcrij
> 1 (2.24)
Le re´sultat obtenu avec ce crite`re couple´ est satisfaisant. La re´ponse en compression uni-
axiale avec supports adhe´rents affiche la perte de rigidite´ et l’adoucissement post-pic
souhaite´s (fig. 2.19). Il est aussi possible de distinguer sur le facie`s de fissuration, les trois
e´tapes observe´es expe´rimentalement de la de´gradation en compression (fig. 2.15) : l’e´tape
de micro-fissuration, l’e´tape de localisation de la fissuration en colonnes et la rupture
finale de l’e´prouvette affichant un facie`s de fissuration bi-conique (fig. 2.20).
Il faut noter que le terme fonction de l’extension axiale n’est pas mis au carre´ comme le
sugge`re Herrmann et al. [1989]. En effet, un tel choix annulerait l’influence du confinement
lorsque la poutre est comprime´e. En conse´quence de la forme syme´trique du crite`re local
re´sultant (fig. 2.18b), il re´sulte une perte totale de la dissyme´trie traction/compression
du comportement global du mode`le.
ǫij
(θi − θj)
ǫcr
θcr
O
+ +
+
(a) Mohr-Coulomb avec extensions
simples
ǫij
(θi − θj)
ǫcr
θcr
O
+ +
+
(b) Mohr-Coulomb avec extensions
au carre´
Figure 2.18: Forme des crite`res de rupture de type Mohr-Coulomb.
En conclusion le crite`re de rupture retenu peut eˆtre vu comme un crite`re de type Mohr-
Coulomb a` deux parame`tres (fig. 2.18a), dont le premier, ǫcrij , controˆle la position de la
pointe du coˆne forme´ par la surface seuil et le second, θcrij , l’ouverture de ce coˆne. Une
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formulation ainsi enrichie, ne de´pendant plus uniquement des extensions locales, s’ave`re
ne´cessaire du fait de l’e´chelle toujours trop grossie`re du mode`le discret de´veloppe´. Un
crite`re de type Mohr-Coulomb est une homoge´ne´isation des me´canismes ayant lieu a` plus
basse e´chelle, comme la compaction de pores, omis par le mode`le.
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Figure 2.19: Influence de la formulation du crite`re de rupture sur la re´ponse en com-
pression uni-axiale normalise´e par rapport a` la limite e´lastique.
Quant au type de variable a` utiliser dans la formulation du crite`re de rupture, il a e´te´
observe´ que des variables cine´matiques (de´placements, rotations) donnent des re´sultats
identiques a` des variables statiques (efforts, moments). Ainsi, seuls les re´sultats obtenus
avec des variables cine´matiques ont e´te´ pre´sente´s.
(a) Rankine – extensions (b) Rankine – extenstions et ro-
tations
(c) Mohr-Coulomb
Figure 2.20: Facie`s de fissuration finaux en compression uni-axiale avec supports
adhe´rents.
Le choix des variables cine´matiques ou statiques ne permet pas de prendre en compte
des me´canismes de de´gradation additionnels, bien que les deux crite`res ne combinent pas
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identiquement les sollicitations locales. Les re´seaux de poutres emploient classiquement
des crite`res formule´s en variables statiques [Schlangen et Van Mier, 1992], mais de manie`re
a` simplifier l’e´criture du crite`re de rupture, et a` rester dans le cadre de la formulation
cine´matique des degre´s de liberte´ du mode`le discret, des variables cine´matiques sont re-
tenues.
5.3 Surface de chargement a` la rupture
La capacite´ du mode`le a` de´crire les chargements au pic en traction (fig. 2.16) et en
compression (fig. 2.19) uni-axiales a de´ja` e´te´ e´tablie. En comple´ment, la surface de char-
gement a` la rupture bi-axiale est simule´e (fig. 2.21). Le chargement est applique´ en effort
afin de pouvoir e´tablir une comparaison avec les re´sultats expe´rimentaux de Lee et al.
[2004].
Le mode`le est purement bi-dimensionnel, ni de´formations, ni contraintes ne sont conside´re´es
dans la troisie`me dimension, les fissures ne peuvent donc se de´velopper sous chargement
de bi-compression. L’enveloppe des chargements au pic n’existe simplement pas. Quel que
soit le chargement applique´, une micro-fissuration diffuse peut apparaˆıtre, mais comme
cela peut eˆtre le cas lors d’un chargement de tri-compression [Poinard et al., 2010], aucune
perte de rigidite´, ni rupture ne sont observe´es.
Afin de confirmer le roˆle de la formulation bi-dimensionnelle du mode`le, il a virtuellement
e´te´ introduit un effet “tri-dimensionnel”, pour cette simulation uniquement, sous la forme
d’une de´formation dans la troisie`me dimension ǫTij. Cette de´formation est calcule´e dans
chaque poutre, reliant les particules i et j, comme une fonction du coefficient de Poisson
macroscopique e´lastique de l’e´prouvette de mate´riau teste´e ν (= 0.2) et de la de´formation
longitudinale de la poutre ǫij :
ǫTij = −νǫij (2.25)
La rupture d’une poutre peut maintenant avoir lieu, si le crite`re de rupture est atteint,
mais aussi si la de´formation dans la troisie`me dimension atteint le seuil en extension ǫcr.
Le crite`re de rupture s’e´crit alors :
Pij = ǫij
ǫcrij
+ ∣θi − θj ∣
θcrij
+ ǫTij
ǫcrij
> 1 (2.26)
Le re´sultat montre une enveloppe des chargements au pic (fig. 2.21) de forme tre`s similaire
aux enveloppes observe´es expe´rimentalement. Une le´ge`re surestimation des valeurs des
chargements au pic en bi-compression est encore observe´e. Elle peut eˆtre explique´e par
la manie`re dont sont calcule´es les de´formations dans la troisie`me dimension. En effet, ne
tenir compte de de´formations dans la troisie`me dimension induites uniquement par effet
Poisson est ne´cessairement conservatif.
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Figure 2.21: Surfaces de chargement a` la rupture normalise´es.
6 Synthe`se
Le mode`le discret a` vocation d’outil d’expe´rimentation nume´rique a e´te´ introduit en
de´tails. Aussi bien le mode`le initial DEAP2D, que les de´veloppements effectue´s ont e´te´
pre´sente´s. Il s’agit donc d’une combinaison de DEM et de re´seau de poutres. Cette se-
conde composante est avant tout utilise´e pour assurer la cohe´sion, mais le mode`le discret
retient aussi des re´seaux de poutres, le sche´ma de re´solution nume´rique et la description
de la rupture. Dans l’objectif d’e´tendre le domaine de validite´ du mode`le discret a` des
applications multi-axiales et cycliques, la re´solution nume´rique et la mode´lisation de la
rupture ont fait l’objet de de´veloppements. Ceux-ci ont e´te´ re´alise´s en tentant de pre´server
les caracte`res simple et facilement identifiable du mode`le d’origine, pre´ponde´rants dans
l’objectif d’une utilisation comme machine d’essai virtuelle.
Une modification du sche´ma de re´solution Saw-Tooth a e´te´ propose´e afin de conserver
la re´solution se´quentielle line´aire du me´canisme de rupture des poutres du re´seau, prin-
cipal atout du sche´ma Saw-Tooth, tout en permettant de conside´rer les non-line´arite´s
induites par le contact et la friction. Il en a re´sulte´ un algorithme de re´solution globale-
ment incre´mental implicite, formule´s dans un cadre quasi-statique. La stabilite´ vis-a`-vis
du me´canisme de rupture, apporte´e par la re´solution de l’e´quilibre a` la suite de la rup-
ture de chaque e´le´ment poutre, propre a` l’algorithme initial, a e´te´ pre´serve´e. La stabilite´
relative au me´canisme de contact, ainsi que la robustesse ont, elles, ne´cessite´ l’introduc-
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tion d’une e´tape de pre´diction line´aire des efforts de contact fonction des de´placements
nodaux. Ces aspects ont e´te´ ve´rifie´s en simulant une configuration impliquant un effort
de contact hautement non-line´aire en fonction des de´placement nodaux. Les caracte`res
qualitatif et quantitatif, des re´sultats fournis par le mode`le discret sont, quant a` eux,
ve´rifie´s au chapitre suivant.
La mode´lisation du me´canisme de rupture a e´te´ modifie´e afin d’ame´liorer la dissipation
e´nerge´tique reproduite par le mode`le discret pour des chargements complexes. Des as-
pects statistiques, de´ja` pre´sents dans DEAP2D, permettaient de reproduire la dissipation
e´nerge´tique conse´quence de l’he´te´roge´ne´ite´ du mate´riau, particulie`rement notable sur des
chargements de traction a` la rupture. Un crite`re de rupture local de type Mohr-Coulomb,
classiquement issu de l’analyse limite de milieux poreux, a e´te´ retenu. Il a permis de tenir
compte de me´canismes associe´s a` des e´chelles plus fines, notamment lie´s a` la pre´sence
de pores, non repre´sente´s par le mode`le. La ductilite´ du comportement en compression a
ainsi pu eˆtre reproduite.
La description et le de´veloppement du mode`le discret maintenant acheve´s, sa mise en
œuvre et sa validation sont maintenant aborde´es. Le chapitre suivant porte sur la pre´-
sentation de la proce´dure d’identification du mode`le, relativement simple, du fait des
choix de mode´lisation effectue´s dans ce chapitre, ainsi que sur la simulation du compor-
tement d’e´le´ments de structure sous chargements complexes, ceci dans le but de valider
le mode`le discret de´crit, et alimenter la mode´lisation macroscopique continue a` venir du
comportement sous chargement cyclique des mate´riaux quasi-fragiles.
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1 Introduction
La formulation du mode`le discret est maintenant e´tablie. Elle se base sur une combinaison
de la DEM et de re´seau de poutres, dont l’algorithme de re´solution a e´te´ adapte´ et la
gestion de la fissuration, revisite´e. Il en re´sulte un mode`le simple a` mettre en œuvre,
car contenant peu de parame`tres et donc identifiable a` partir de peu d’essais. Ainsi, une
strate´gie d’identification syste´matique est propose´e dans un premier temps.
Une validation de´taille´e des diffe´rents de´veloppements est propose´e dans un second temps.
La validite´ de la strate´gie d’identification propose´e et les capacite´s du mode`le discret sont
illustre´es simultane´ment sur diffe´rents essais issus d’une meˆme campagne expe´rimentale
[Gre´goire et al., 2013]. Deux campagnes expe´rimentales supple´mentaires impliquant des
modes de fissuration plus complexes sont aussi simule´es afin de valider le choix du crite`re
de rupture. Et l’efficacite´ de l’algorithme de re´solution implicite e´labore´, est compare´e et
ve´rifie´e sur un essai de compression uni-axiale.
Le mode`le discret alors valide´, la simulation d’un essai cyclique de traction uni-axiale
est alors entreprise. Les me´canismes mis en jeu, impliquant l’apparition des phe´nome`nes
associe´s au caracte`re unilate´ral frottant de la fissuration, sont longuement e´tudie´s. Il
s’agit d’une premie`re tentative d’expe´rimentation nume´rique, pour expliquer l’origine de
ces phe´nome`nes, connaissant les aptitudes et lacunes du mode`le discret.
A` noter, sauf mention du contraire, que tous les re´sultats discrets pre´sente´s dans ce cha-
pitre sont une moyenne arithme´tique sur 50 tirages.
2 Identification des parame`tres
2.1 Taille des particules
La densite´ du maillage est controˆle´e en ajustant la taille moyenne des particules lp. Un
compromis doit eˆtre trouve´ de manie`re a` limiter les couˆts de calculs tout en respectant
l’homoge´ne´ite´ macroscopique du mate´riau. Bien qu’il s’agisse d’un parame`tre nume´rique,
puisqu’il ne peut eˆtre lie´ directement a` une proprie´te´ du mate´riau, lp se doit d’eˆtre d’un
ordre de grandeur proche des plus petites fissures qu’il est souhaite´ reproduire. Ainsi,
lp est d’une dimension comprise entre la taille des plus petits de´fauts et la taille des
granulats. Toutefois, la taille des particules est, avant tout, de´termine´e selon les crite`res
ci-apre`s.
D’une part, Delaplace [2008] a montre´ qu’au minimum une cinquantaine de particules
doivent eˆtre incluses dans la plus petite dimension du milieu discre´tise´ afin d’observer la
convergence des proprie´te´s e´lastiques (fig. 3.1). D’autre part, le nombre de particules doit
rester relativement faible – de manie`re pragmatique infe´rieur a` 50000 – afin de limiter les
couˆts de calculs.
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En revanche, les proprie´te´s a` la rupture, telles que le chargement au pic ou la dissipation
e´nerge´tique, ne convergent pas lorsque la taille de particule est raffine´e, avec ce type
de mode`le [Oliver-Leblond et al., 2013]. Pour cette raison, la taille de particule lp est
conside´re´e comme un parame`tre mate´riau a` part entie`re. Le reste des parame`tres identifie´s
par la suite n’est valable qu’a` taille de particule donne´e.
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Figure 3.1: Influence de la densite´ de particules sur les proprie´te´s e´lastiques macrosco-
piques.
La de´pendance des re´sultats vis-a`-vis de la taille de particule peut eˆtre illustre´e en pre-
nant l’exemple du be´ton. Bien qu’ici aucune distinction de phase du mate´riau ne soit
faite, il est possible de comparer l’influence de la taille des particules et l’influence de la
taille des granulats. En effet, les proprie´te´s me´caniques ine´lastiques du be´ton sont forte-
ment de´pendantes de la taille des granulats choisis lors de la formulation. Tout comme la
taille des granulats contraint le trajet de fissuration dans le be´ton, la taille des particules
(inde´formables et incassables) restreint les possibilite´s de trajets emprunte´s par la fissu-
ration. Ces restrictions expliquent la de´pendance des proprie´te´s me´caniques a` la rupture
simule´es vis-a`-vis de la taille des particules.
2.2 E´lasticite´
Une proce´dure pour identifier les deux parame`tres e´lastiques, le module de Young E¯ et le
coefficient d’inertie des poutres α, a e´te´ propose´e par Delaplace et Desmorat [2007]. Ces
deux parame`tres sont identifie´s par analyse inverse de manie`re a` retrouver le module de
Young macroscopique E et le coefficient de Poisson macroscopique ν du mate´riau. Ces
deux proprie´te´s sont obtenues en simulant un essai de traction uni-axiale. L’analyse de
sensibilite´ des deux proprie´te´s macroscopiques aux deux parame`tres e´lastiques du mode`le
(fig. 3.2), a montre´ que E est proportionnel a` E¯ et que ν ne de´pend pas de E¯. Ainsi
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les deux e´tapes successives de la proce´dure d’identification des parame`tres e´lastiques du
mode`le sont :
— Calibrer α de manie`re a` retrouver ν.
— Calibrer E¯ de manie`re a` retrouver E.
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Figure 3.2: Influence des parame`tres e´lastiques des poutres sur les proprie´te´s e´lastiques
macroscopiques.
2.3 Rupture
La proce´dure d’identification des parame`tres controˆlant la rupture consiste, elle-aussi, en
une analyse inverse effectue´e sur des essais de rupture standard. En conse´quence du choix
de distribution statistique des seuils et d’un crite`re de type Mohr-Coulomb, les parame`tres
a` identifier sont les facteurs d’e´chelle des distributions de Weibull du seuil en extension
λǫcr et du seuil en rotation λθcr , ainsi que le facteur de forme commun k.
Au moyen d’analyses de sensibilite´ effectue´es par la suite lors de la validation de la
proce´dure d’identification, l’influence ou non de chacun de ces trois parame`tres sur la
re´ponse de mate´riaux jusqu’a` la rupture a e´te´ de´termine´e. Dans le cas d’un essai quel-
conque, impliquant de la fissuration mixte en extension (mode I) et en cisaillement (mode
II), les trois parame`tres ont une influence notable sur la re´ponse. En revanche, lorsque
l’essai sur lequel est effectue´ l’analyse inverse, ne pre´sente plus que de la fissuration en
mode I, l’influence du parame`tre λθcr n’est pas significative. Enfin pour un meˆme type
d’essai, seul le parame`tre k influence le comportement post-pic.
La proce´dure d’identification des parame`tres de rupture suivante est ainsi propose´e :
— calibrer k sur le comportement post-pic d’un essai impliquant majoritairement de
la fissuration en mode I : essai de traction directe, essai de flexion trois-points ;
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— calibrer λǫcr sur le chargement au pic du meˆme type d’essai ;
— calibrer λθcr sur le chargement au pic d’un essai impliquant aussi bien de la fissu-
ration en mode I qu’en mode II : essai de compression.
E´tant donne´ qu’un aspect ale´atoire est introduit par la ge´ne´ration du maillage et le tirage
des seuils de rupture, une moyenne de cinquante simulations du meˆme essai est utilise´e
pour effectuer une comparaison avec un re´sultat expe´rimental.
Il s’agit d’une proce´dure assez ge´ne´rale, car il n’existe pas de jeu unique d’essais standard
permettant de de´terminer les parame`tres du mode`le. Mais il s’ave`re que les quelques
essais propose´s ci-dessus pre´sentent une forte sensibilite´ aux parame`tres a` identifier, tout
en restant simples a` mettre en œuvre expe´rimentalement. Les essais de fendage, de flexion
trois-points et de compression sont d’ailleurs des essais fre´quemment rencontre´s dans la
litte´rature, et exploite´s afin de caracte´riser une formulation de be´ton.
Une re´serve est toutefois a` e´mettre concernant l’essai de compression. Les effets du frot-
tement entre les supports de chargement et le mate´riau influence significativement la
re´ponse de l’e´prouvette, aussi bien le chargement au pic que le comportement post-pic.
C’est pourquoi dans la mesure du possible, a` moins de pouvoir estimer pre´cise´ment le ni-
veau de frottement a` l’interface support-mate´riau, l’essai de fendage doit lui eˆtre pre´fe´re´.
Comme montre´ par la suite (fig. 3.7), la re´ponse a` l’essai de fendage apparaˆıt eˆtre signi-
ficativement sensible au parame`tre λθcr .
Une proce´dure d’identification alternative peut eˆtre propose´e, base´e sur des re´sultats
expe´rimentaux uniquement scalaires : la re´sistance en traction, la re´sistance en compres-
sion et l’e´nergie de fissuration. Ces trois re´sultats expe´rimentaux, traduisant des compor-
tements me´caniques diffe´rents, tre`s souvent fournis dans la litte´rature, seraient utilise´s
pour de´terminer les trois parame`tres controˆlant la rupture dans le mode`le discret. Tou-
tefois cette alternative est limite´e, et n’est donc pas retenue pour le moment. En effet, la
connaissance des conditions aux limites de l’essai de compression est proble´matique, et a`
cela s’ajoute le fait que la simple valeur de l’e´nergie de fissuration obtenue lors d’un essai
de flexion trois-points fournit moins d’informations que la re´ponse comple`te en re´gime
post-pic.
2.4 Frottement
La prise en compte du frottement, par l’interme´diaire du crite`re de Coulomb, introduit le
dernier parame`tre a` identifier : le coefficient de frottement µ.
Une fois de plus, l’identification est effectue´e par analyse inverse. Les essais fortement
de´pendants du coefficient de frottement sont rares. Un essai de compression avec confine-
ment late´ral est ge´ne´ralement employe´ [Tran et al., 2011]. En effet, en se replac¸ant dans
le contexte des me´canismes de de´gradation pre´sente´s auparavant (fig. 2.15), juste avant
d’atteindre le pic de chargement, des colonnes se forment dans le mate´riau. Le confine-
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ment late´ral supple´mentaire applique´ force ces colonnes a` rester en contact, et accroˆıt
donc l’importance du frottement lors des e´tapes de de´gradation post-pic. La simulation,
avec le mode`le discret, d’un essai de compression avec un confinement late´ral de 10 MPa,
pour diffe´rentes valeurs du coefficient de frottement, est pre´sente´e en figure 3.3. Une
de´pendance notable de la re´ponse post-pic au coefficient de frottement est effectivement
observe´e.
Tout comme pour l’identification des parame`tres de rupture, dans la mesure ou` les condi-
tions aux limites entre les supports et le mate´riau, et en plus ici, la manie`re dont le confi-
nement est applique´ sont bien connues, l’essai de compression sous confinement late´ral est
un essai ade´quat a` l’identification du coefficient de frottement. Dans le cas contraire, il
est toujours possible de se re´fe´rer a` la litte´rature, ou` la valeur du coefficient de frottement
est tre`s souvent conside´re´e e´gale a` µ = 0.7 [Cusatis et al., 2011b].
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Figure 3.3: Influence du coefficient de frottement sur la re´ponse en compression sous
confinement late´ral de 10 MPa.
3 Illustration de la proce´dure d’identification
Dans la section 2, plusieurs essais ont e´te´ introduits pour re´aliser l’identification du mode`le
discret. Ces essais doivent eˆtre effectue´s sur le meˆme e´chantillon de mate´riau ; dans le cas
du be´ton, il s’agit d’au moins conside´rer la meˆme formulation, voire la meˆme gaˆche´e.
Dans cette section, les donne´es expe´rimentales sont issues de la campagne expe´rimentale
re´alise´e par Gre´goire et al. [2013]. Cette campagne contient de nombreux essais de flexion
trois-points (F3P), dont la configuration est de´taille´e en figure 3.4, des essais de fendage
et des essais de compression uni-axiale.
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(Crack Mouth Opening Displacement)
Figure 3.4: Dispositif de l’essai de flexion trois-points [Gre´goire et al., 2013].
3.1 Calibration
La taille de particule est fixe´e a` lp = 2 mm. Cette taille garantit une densite´ minimale de
particules correcte pour la majeure partie des essais. Seule la plus petite taille de poutre
des essais de flexion trois-points risque de poser proble`me, car elle ne contient que 25
particules dans la plus petite dimension. Cet essai ne sera donc utilise´ que pour valider
la prise en compte de l’effet d’e´chelle, en plus des trois autres tailles de poutres, plus
grandes, disponibles. A` noter que la dimension des granulats utilise´s pour les essais de
Gre´goire et al. [2013] est comprise entre 4 mm et 10 mm, donc relativement proche de la
dimension lp choisie.
Les parame`tres e´lastiques, le module de Young et le coefficient d’inertie des poutres sont
fixe´s respectivement a` E¯ = 46 GPa et α = 0.83 de manie`re a` retrouver les proprie´te´s
macroscopiques du be´ton utilise´, soit E = 37 GPa et ν = 0.21.
Avant de calibrer les parame`tres de rupture k, λǫcr et λθcr , l’analyse de sensibilite´ dont il
a e´te´ question pre´ce´demment est effectue´e sur un essai de flexion trois-points re´alise´ sur
une poutre non-entaille´e, de longueur 0.35 m et de hauteur 0.10 m, et un essai de fendage
re´alise´ sur un cylindre de diame`tre 0.215 m.
Dans un premier temps l’influence des trois parame`tres de rupture est observe´e sur la
re´ponse post-pic de l’essai de flexion trois-points (fig. 3.5). Sur cette figure, la re´ponse
normalise´e est trace´e, soit F /Fmax en fonction de CMOD/CMODmax (composante nor-
male de l’ouverture de fissure). De cette manie`re, l’influence des parame`tres sur la re´ponse
post-pic ne de´pend pas du chargement au pic. Seul le facteur de forme k influence la
re´ponse post-pic en flexion trois-points, sa valeur est alors calibre´e a` k = 1.4.
Dans un second temps, l’influence des deux parame`tres restant a` identifier, les facteurs
d’e´chelle, est observe´e sur le chargement au pic de la re´ponse au meˆme essai de flexion
trois-points (fig. 3.6). La fissuration de cet essai est du mode I, ainsi une influence du
parame`tre λǫcr est remarque´e, mais pas du parame`tre λθcr , sa valeur est alors calibre´e a`
λǫcr = 4.34 10−4.
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Figure 3.5: Influence des parame`tres de rupture sur la re´ponse normalise´e en flexion
trois-points.
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Figure 3.6: Influence des parame`tres de rupture sur la re´ponse en flexion trois-points.
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Figure 3.7: Influence du facteur d’e´chelle du seuil en rotation λθcr sur la re´ponse au
fendage.
L’ensemble des parame`tres mate´riaux identifie´s pour simuler le comportement du be´ton
de Gre´goire et al. [2013] est re´sume´ dans le tableau 3.1.
lp (m) α E¯ (GPa) λǫcr λθcr k µ
0.002 0.83 46 4.34 10−4 1.85 10−3 1.8 0.7
Table 3.1: Valeur des parame`tres identifie´s sur le be´ton de la campagne d’essais de
Gre´goire et al. [2013].
3.2 Validation
Le jeu de parame`tres identifie´ sur un essai de flexion trois-points non-entaille´, de longueur
0.35 m et de hauteur 0.10 m, et sur un essai de fendage sur un cylindre de 0.215 m de
diame`tre, est a` pre´sent utilise´ pour simuler des essais de flexion trois-points de diffe´rentes
dimensions et longueurs d’entaille, ainsi qu’un essai de compression uni-axiale.
3.2.1 Effets d’e´chelle et effets de forme sur un essai de flexion trois-points
La capacite´ d’un mode`le de comportement me´canique a` reproduire les effets d’e´chelle et
de forme est essentielle lorsque ce mode`le est utilise´ pour de´crire un mate´riau quasi-fragile.
De manie`re ge´ne´rale, une reproduction correcte de ces effets sur le chargement au pic et
la re´ponse post-pic de re´sistance requiert une calibration du mode`le sur diffe´rentes tailles
d’e´prouvettes. Ce point est souligne´ par Le Belle´go et al. [2003], en ce qui concerne les
mode`les continus d’endommagement non-locaux, et par Hoover et Bazˇant [2014], en ce qui
concerne les mode`les de fissuration cohe´sive. Par ailleurs, les jeux de parame`tres identifie´s
sont ge´ne´ralement limite´s a` un faible intervalle de tailles et de ge´ome´tries d’e´prouvettes
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[Gre´goire et al., 2013]. Enfin, la reproduction de l’effet d’e´chelle pour les mode`les continus
d’endommagement non-locaux ne´cessite l’identification d’une longueur interne.
Dans le cas du mode`le discret, la longueur interne est la taille caracte´ristique des particules
de´termine´e selon des crite`res qui ne sont absolument pas influence´s par le respect des effets
d’e´chelle et de forme. Le mode`le, calibre´ sur une unique taille d’e´prouvette (0.35 m par
0.10 m) et une unique longueur d’entaille (nulle), fournit des re´sultats pre´dictifs pour trois
tailles d’e´prouvettes et deux longueurs d’entaille diffe´rentes (figs. 3.8 et 3.9). Le mode`le
discret est capable de reproduire les effets d’e´chelle et de forme observe´s, non seulement sur
l’effort applique´ au pic de re´sistance, mais aussi sur l’allure de la re´ponse post-pic. Cette
aptitude est principalement acquise en conside´rant la variabilite´ des proprie´te´s mate´rielles
a` l’e´chelle de la mode´lisation par le biais d’aspects statistiques.
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Figure 3.8: Influence de la taille de l’e´prouvette sur la re´ponse en flexion trois-points
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Figure 3.9: Influence de la longueur initiale de l’entaille sur la re´ponse d’une e´prouvette
de 0.35 m par 0.10 m en flexion trois-points : expe´rimental (pointille´), simulation (plein).
La validation des effets d’e´chelle et de forme est poursuivie avec l’e´tude des facie`s de fissu-
ration. La fissuration n’est pas seulement localise´e en pointe de macro-fissure, mais s’e´tale
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sur un certain volume appele´ fracture process zone [Hillerborg et al., 1976]. L’e´tude des
facie`s de fissuration obtenus a` maillage identique, avec et sans entaille (fig. 3.10 et 3.11),
montre que le mode`le discret est aussi capable de reproduire les processus d’initiation et
de propagation de la fissuration.
Figure 3.10: Facie`s de fissuration d’une poutre entaille´e a` mi-hauteur.
Figure 3.11: Facie`s de fissuration d’une poutre sans entaille.
3.2.2 Dispersion des re´sultats
La dispersion des re´ponses fournies par le mode`le discret est e´tudie´e sur un essai de
flexion trois-points sur une poutre entaille´e jusqu’au cinquie`me de la hauteur, de longueur
0.35 m et de hauteur 0.10 m (fig. 3.12). La variabilite´ des re´ponses simule´es semble plus
importante que la variabilite´ des re´ponses expe´rimentales. Plusieurs explications peuvent
eˆtre fournies :
— seules trois expe´riences ont e´te´ effectue´es sur chaque essai de flexion trois-points,
ce qui n’est peut-eˆtre pas suffisant pour capturer la variabilite´ re´elle de la re´ponse
expe´rimentale ;
— le facteur de forme des distributions des seuils de rupture k, utilise´ pour controˆler
la re´ponse post-pic de l’essai, influence aussi significativement la dispersion des
re´sultats, et sa valeur est peut-eˆtre sous-estime´e ;
— le maillage n’est peut-eˆtre pas suffisamment raffine´ pour ces dimensions d’e´prouvette,
ce qui conduirait a` un facie`s de fissuration excessivement influence´ par la forme
des particules.
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Figure 3.12: Variabilite´ de la re´ponse en flexion trois-points.
E´tant donne´ que les donne´es expe´rimentales sont limite´es a` trois re´sultats, et qu’il n’est
pas possible de modifier le parame`tre k sans modifier la qualite´ des re´sultats, seule la
responsabilite´ de la quantite´ de particules dans le maillage peut eˆtre explore´e.
Le nombre de particules augmente avec la taille de l’e´chantillon, l’e´tude de l’influence de
la taille de l’e´chantillon sur le coefficient de variation des chargements au pic (relatif au
chargement moyen au pic) pre´sente donc un inte´reˆt (fig. 3.13). Il est possible de noter
que le coefficient de variation simule´ de´croˆıt lorsque la taille de l’e´prouvette, et donc
le nombre de particules dans l’e´prouvette, augmente et semble converger vers la valeur
expe´rimentale. Deux conclusions oppose´es peuvent eˆtre tire´es de cette observation.
D’un coˆte´, il peut eˆtre conclu que la taille de particule influence non seulement la conver-
gence des proprie´te´s e´lastiques mais aussi la convergence du coefficient de variation du
chargement au pic. Autrement dit, la faible densite´ du maillage serait la cause de la
dispersion des re´sultats.
D’un autre coˆte´, il peut eˆtre conclu que l’augmentation des dimensions de l’e´prouvette
masque les effets de l’ale´a local des proprie´te´s me´caniques a` la rupture, a` l’e´chelle de la
structure. Cela revient a` dire, qu’avec l’augmentation des dimensions de l’e´prouvette, les
proprie´te´s globales du mate´riau sont homoge´ne´ise´es.
En faisant abstraction de la premie`re valeur, le coefficient de variation expe´rimental ap-
paraˆıt croˆıtre en fonction de la taille d’e´prouvette. Les re´sultats expe´rimentaux vont donc
a` l’encontre de la seconde conclusion. Cette croissance pourrait s’expliquer par une aug-
mentation de l’incertitude induite par une augmentation de la pre´sence de de´fauts dans le
mate´riau. Mais en admettant que la seconde conclusion soit ve´ridique, il est alors possible
de conside´rer que la dispersion observe´e expe´rimentalement est non repre´sentative de la
re´alite´ et ce, du fait de la quantite´ limite´e de re´alisations expe´rimentales.
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Figure 3.13: Influence de la densite´ du maillage sur la dispersion des chargements au
pic.
Quoi qu’il en soit, une densite´ de particule grossie`re, comme c’est le cas ici, reste une
option inte´ressante a` faible couˆts de calculs. De plus, la dispersion des re´ponses si-
mule´es est conservative. En effet, les re´ponses simule´es englobent inte´gralement le faisceau
expe´rimental (fig. 3.12).
3.2.3 Re´ponse comple`te en compression
Les essais de compression sont ge´ne´ralement complique´s a` simuler, du fait du manque
d’information sur les conditions aux limites re´ellement applique´es. Le niveau de frotte-
ment a` l’interface entre l’e´prouvette et les supports de chargement est difficile a` e´valuer.
Ce frottement a une importance notable sur la re´ponse en compression. En effet, des
e´tats de contraintes fortement multi-axiaux peuvent eˆtre ge´ne´re´s selon le niveau de frot-
tement.
Par ailleurs, du fait de la formulation dans le cadre quasi-statique du mode`le, les conditions
aux limites au niveau des supports doivent eˆtre applique´es de manie`re a` ne permettre
aucun mouvement de corps rigide, ni induire de de´formations restreintes injustifie´es.
Conditions aux limites partiellement restreintes
La figure 3.14 illustre l’application de conditions aux limites partiellement restreintes.
Le support de chargement interagit avec la premie`re couche de particules (en rouge sur
la fig. 3.14). Afin de simuler une interface parfaitement glissante entre l’e´prouvette et le
support, seul un de´placement vertical devrait eˆtre applique´ sur les particules rouges, sans
appliquer de de´placement horizontal. Cependant, un mouvement de corps rigide horizon-
tal serait alors permis. Une solution, ge´ne´ralement utilise´e dans le cadre de simulations
en e´le´ments finis, consisterait a` bloquer horizontalement un e´le´ment (une particule en
e´le´ments discrets) de la ligne rouge. Mais dans le cas tre`s probable ou` la fissuration locali-
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serait autour de cette particule, et une fois celle-ci de´tache´e comple`tement de l’e´prouvette,
le proble`me initial de mouvement de corps rigide initial surviendrait de nouveau.
loading-platen
Figure 3.14: Description sche´matique de l’application de conditions aux limites partiel-
lement restreintes.
La solution finalement retenue consiste a` appliquer les conditions aux limites sur deux
couches de particules. Sur la premie`re couche (rouge) le de´placement vertical est toujours
applique´, et les de´placements horizontaux sont bloque´s. Sur la seconde couche (orange sur
la fig. 3.14), seul le de´placement vertical est applique´. Jusqu’ici, les conditions aux limites
applique´es sont e´quivalentes a` une interface parfaitement adhe´rente entre l’e´prouvette et
le support.
De manie`re a` simuler une adhe´rence partielle entre le support et l’e´prouvette, le niveau
des contraintes de cisaillement transmises entre le support et l’e´prouvette est ajuste´.
La rigidite´ des poutres de cohe´sion (bleues sur la fig. 3.14) reliant les particules des
premie`re (rouge) et seconde (orange) couches est re´duite. Ces poutres de cohe´sion sont
aussi conside´re´es incassables pour e´viter la localisation de la fissuration entre ces deux
couches de particules. Le coefficient de correction de rigidite´ des poutres de cohe´sion
bleues est nomme´ kp. Une rigidite´ nulle (kp = 0) de ces poutres de cohe´sion e´quivaut a`
une interface parfaitement glissante entre le support et l’e´prouvette, alors qu’une rigidite´
intacte (kp = 1), comme explique´ pre´ce´demment, e´quivaut a` une adhe´rence parfaite.
Simulations
Les re´ponses expe´rimentales et simule´es en compression d’un cylindre de hauteur 0.140
m et de diame`tre 0.074 m sont pre´sente´es en figure 3.15. La sensibilite´ de la re´ponse au
niveau d’adhe´rence a` l’interface entre le support et l’e´prouvette est e´tudie´e.
Selon le rapport expe´rimental une plaque de Teflon a e´te´ place´e a` l’interface entre le sup-
port et l’e´prouvette, ainsi peu ou pas d’adhe´rence e´tait attendue (kp = 0). Toutefois, la
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re´ponse expe´rimentale en compression n’est correctement reproduite que pour des condi-
tions aux limites partiellement restreintes avec kp = 0.0015.
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Figure 3.15: Influence des conditions aux limites simule´es sur la re´ponse en compression
uni-axiale.
Expe´rimentalement, il a e´te´ observe´ que l’inclinaison de la bande de localisation de la fissu-
ration de´pend du niveau d’adhe´rence entre les supports et l’e´prouvette [Kotsovos, 1983].
Plus l’adhe´rence est forte, plus la bande de localisation est incline´e. Le mode`le discret
reproduit correctement cette observation expe´rimentale, en augmentant la valeur du pa-
rame`tre kp, la bande de localisation simule´e s’incline (trait rouge pointille´, fig. 3.16).
friction
a) Simulation
friction
b) Expe´rimental
Figure 3.16: Influence des conditions aux limites sur le facie`s de fissuration d’un essai
de compression uni-axiale.
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4 E´tude de cas de fissuration complexes
La validation du mode`le est poursuivie sur des essais quasi-structuraux. La capacite´ du
mode`le discret a` reproduire une fissuration en mode I a de´ja` e´te´ e´value´e pre´ce´demment,
ainsi seules des situations de fissuration en mode mixte (I/II) sont e´tudie´es. Les parame`tres
du mode`le discret identifie´s pre´ce´demment ne peuvent eˆtre utilise´s directement pour ces
essais. Malheureusement, les proprie´te´s des mate´riaux utilise´s pour ces essais ne sont pas
identiques a` celles des mate´riaux utilise´s pour les essais de Gre´goire et al. [2013], sur les-
quels se base l’identification re´alise´e pre´ce´demment. De plus, les re´sultats expe´rimentaux
fournis avec les rapports des essais quasi-structuraux ne sont pas suffisants pour effec-
tuer la proce´dure d’identification comple`te du mode`le, telle que propose´e dans la section
2.1.
Ainsi, l’ensemble des parame`tres identifie´s sur la campagne d’essais de Gre´goire et al.
[2013] sont globalement re´utilise´s, mais le module de Young des poutres du re´seau E¯ et le
facteur d’e´chelle de la distribution du seuil de rupture en extension λǫcr sont le´ge`rement
ajuste´s de manie`re a` optimiser la re´ponse du mode`le. L’optimisation est re´alise´e, pour
chaque campagne d’essais quasi-structuraux, sur le re´sultat obtenu sur une des configu-
rations fournies. Pour cette raison, les re´sultats pre´sente´s dans cette section ne peuvent
eˆtre qualifie´s de totalement pre´dictifs. Ne´anmoins, il est montre´ que le mode`le discret est
capable de pre´dire la conse´quence d’un changement de ge´ome´trie ou de conditions aux
limites sur la re´ponse du mate´riau et les facie`s de fissuration.
4.1 Fissuration en mode mixte I/II
(a) dispositif de chargement (b) dimensions des poutres
Figure 3.17: Dispositif des essais des poutres de Schlangen.
Schlangen [1993] a teste´ des poutres simplement entaille´es (SEN) et doublement entaille´es
Mate´riaux quasi-fragiles sous sollicitations cycliques
E´tude de cas de fissuration complexes 87
(DEN) soumises a` des chargements de flexion complexe sur quatre appuis (fig. 3.17).
L’e´volution de l’effort applique´, de l’ouverture des le`vres de fissure (CMOD), et du glisse-
ment des le`vres de fissure (CMSD) sont observe´es pour des appuis glissants et fixes.
Comme explique´ pre´ce´demment, le mode`le est identifie´ a` nouveau sur la re´ponse effort-
CMOD d’une poutre SEN sur appuis glissants. Le module de Young E¯ est calibre´ de
manie`re a` retrouver la pente initiale de la re´ponse. Le facteur d’e´chelle de la distribution
du seuil en extension λǫcr est modifie´ pour ajuster le chargement au pic. L’ensemble des
parame`tres mate´riaux utilise´s pour les simulations de la campagne d’essais de Schlangen
[1993] est re´sume´ dans le tableau 3.2.
lp (m) α E¯ (GPa) λǫcr λθcr k µ
0.002 0.83 42 3.26 10−4 1.85 10−3 1.4 0.7
Table 3.2: Valeur des parame`tres identifie´s sur le be´ton de la campagne d’essais des
poutres de Schlangen [1993].
4.1.1 Appuis glissants
Dans un premier temps, les re´ponses obtenues des poutres SEN et DEN avec appuis
glissants sont simule´es. Trois des quatre supports ont des de´placements horizontaux libres,
alors que l’appui a` gauche sous la poutre est bloque´ horizontalement pour e´viter les
mouvements de corps rigide.
Le mode`le discret est capable de reproduire correctement aussi bien les re´ponses ex-
pe´rimentales effort-CMOD que effort-CMSD, qu’il s’agisse d’une poutre simplement ou
doublement entaille´e (fig. 3.18).
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Figure 3.18: Re´ponses simule´es (plein) et expe´rimentales (pointille´) des poutres de
Schlangen [1993] avec appuis glissants.
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Les facie`s de fissuration simule´s sont aussi en tre`s bon accord avec les facie`s observe´s
expe´rimentalement. Le facie`s de fissuration d’une re´alisation est pre´sente´ en figure 3.19.
Le facie`s de fissuration n’est e´videmment pas identique pour chaque re´alisation mais les
tendances expe´rimentales sont toujours observe´es.
(a) poutre simplement entaille´e (b) poutre doublement entaille´e
Figure 3.19: Facie`s de fissuration simule´s et expe´rimentaux des poutres de Schlangen
[1993] avec appuis glissants.
4.1.2 Appuis fixes
D’apre`s une analyse par la FEM des essais des poutres de Schlangen [1993] effectue´e
par Geers et al. [2000], la mode´lisation des appuis fixes requiert une attention parti-
culie`re. En effet, les appui fixes ne peuvent eˆtre conside´re´s comme parfaitement rigides.
Par conse´quent, la me´thodologie expose´e dans la section 3.2.3, a de nouveau e´te´ utilise´e
pour assouplir la rigidite´ des appuis. Le coefficient de correction de la rigidite´ des appuis
est modifie´ pour passer de conditions aux limites aux appuis parfaitement fixes (kp = 1) a`
des a` des conditions aux limites conside´re´es comme glissantes (kp = 0).
Pour les poutres SEN, la seule donne´e expe´rimentale est le de´placement relatif δ2 (voir
[Schlangen, 1993]) de l’appui du coin supe´rieur gauche de la poutre par rapport a` une
barre fixe´e sur la ligne moyenne de la poutre. Ce de´placement relatif est grandement
influence´ par les mouvements de corps rigide du dispositif de chargement expe´rimental.
Pour cette raison, il n’a pas e´te´ possible de reproduire l’e´volution de l’effort par rapport au
de´placement δ2 (fig. 3.20). Cette justification s’appuie notamment sur le fait que, comme il
est montre´ par la suite (fig. 3.22), des re´sultats inte´ressants ont tout de meˆme e´te´ obtenus
concernant le facie`s de fissuration lors de cette simulation, ce qui laisserait penser que la
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simulation n’est pas totalement errone´e.
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Figure 3.20: Influence de l’adhe´rence des appuis sur la re´ponse des poutres de Schlangen
[1993] simplement entaille´es.
Pour les poutres DEN, une moyenne des mesures expe´rimentales du CMOD et du CMSD
est exploite´e. L’e´volution de l’effort et de ce de´placement moyen a pu eˆtre simule´e. La
re´ponse obtenue est compare´e avec la re´ponse expe´rimentale en figure 3.21. Pour des
appuis parfaitement fixes, la partie centrale de la poutre ou` se forment les fissures ne peut
pas se dilater dans la direction horizontale. La fissuration ne peut donc pas se propager
correctement. Ni le pic de re´sistance, ni la rupture de la poutre ne sont atteints. En
revanche, une re´ponse correcte est obtenue pour un coefficient de correction de la rigidite´
des appuis de kp = 0.001.
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Figure 3.21: Influence de l’adhe´rence des appuis sur la re´ponse des poutres de Schlangen
[1993] doublement entaille´es.
En ce qui concerne les facie`s de fissuration (fig. 3.22 et 3.23), pour la poutre simple-
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ment entaille´e la fissure incurve´e entre le sommet de l’entaille et le support de chargement
infe´rieur est correctement reproduite, il en est de meˆme pour la fissure verticale remontant
jusqu’au support de chargement supe´rieur. Pour la poutre doublement entaille´e, la simu-
lation permet d’obtenir deux fissures incurve´es antisyme´triques initie´es aux extre´mite´s
de chaque entaille ainsi qu’une fissure centrale au cœur de la poutre, toutes observe´es
expe´rimentalement.
(a) simule´ avec appuis fixes (b) simule´ avec appuis modifie´s (c) expe´rimental
Figure 3.22: Facie`s de fissuration pour les poutre simplement entaille´e.
(a) simule´ avec appuis fixes (b) simule´ avec appuis modifie´s (c) expe´rimental
Figure 3.23: Facie`s de fissuration pour une poutre de Schlangen [1993] doublement en-
taille´e.
4.2 Fissuration en mode II
L’essai propose´ par Fenwick et Paulay [1968] permet d’e´tudier le comportement d’une
e´prouvette de be´ton entie`rement fissure´e, soumise a` un chargement de cisaillement (fig.
3.24). L’e´prouvette de longueur 0.450 m et de hauteur 0.100 m est d’abord charge´e en
traction uni-axiale pour former une fissure localise´e entre les deux petites entailles a` mi-
longueur. La ge´ne´ration de la fissuration par chargement, plutoˆt que par de´coupe permet
d’assurer une certaine rugosite´ des le`vres de la fissure. Ensuite, l’espacement des entailles
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est maintenu de manie`re a` conserver une ouverture d’entaille constante, et le chargement
de cisaillement est finalement applique´.
Figure 3.24: Dispositif et facie`s de fissuration de l’essai de cisaillement de Fenwick et
Paulay [1968].
L’e´volution de la contrainte de cisaillement en fonction du de´placement de cisaillement
(impose´ verticalement) pour diffe´rentes ouvertures de fissures, autrement dit diffe´rents
niveaux de confinement, est disponible expe´rimentalement [Walraven, 1980]. Le facteur
d’e´chelle de la distribution du seuil en extension λǫcr est a` nouveau identifie´ de manie`re
a` retrouver la re´ponse expe´rimentale pour la plus petite ouverture de fissure (cw =
0.00006m). Cette ouverture de fissure est retenue, car il s’agit de la configuration la plus
proche d’un mate´riau sain, non-fissure´. Le module de Young E¯ des poutres du re´seau,
n’est cette fois-ci pas modifie´, car il n’influence que tre`s peu la re´ponse. L’ensemble des
parame`tres mate´riaux utilise´s pour les simulations de la campagne d’essais de Fenwick et
Paulay [1968] est re´sume´ dans le tableau 3.3.
lp (m) α E¯ (GPa) λǫcr λθcr k µ
0.002 0.83 46 5.23 10−4 1.85 10−3 1.4 0.7
Table 3.3: Valeur des parame`tres identifie´s sur le be´ton de la campagne d’essais de
Fenwick et Paulay [1968].
Le mode`le discret est capable non seulement de reproduire les valeurs de chargement au
pic de re´sistance, mais aussi l’allure des re´ponses pre´-pic expe´rimentales lisse´es (fig. 3.25).
Il faut noter sur la partie pre´-pic des re´ponses un passage a` tangente horizontale parti-
culie`rement visible pour de forts confinements, soit une ouverture de fissure faible. Ce pas-
sage peut eˆtre interpre´te´ comme la manifestation du phe´nome`ne d’aggregate interlocking.
Les contraintes de cisaillement transitent au travers de la fissure par l’interme´diaire d’in-
compatibilite´s ge´ome´triques. Ce transfert de contraintes est interrompu, et un glissement,
traduit par un passage a` tangente nulle de la re´ponse, se produit lorsque les particules a`
l’interface de la fissure, responsables d’incompatibilite´s ge´ome´triques, se de´tachent du fait
de la rupture de toutes les poutres les reliant au re´seau. Le glissement produit perdure
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jusqu’a` ce que de nouvelles incompatibilite´s de ge´ome´tries au niveau de la fissure soient
ge´ne´re´es.
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Figure 3.25: Re´ponse a` l’essai de cisaillement de Fenwick et Paulay [1968] : expe´rimental
(pointille´), simulation (plein).
Il semble peu probable que le mode`le discret reproduise correctement le phe´nome`ne
d’aggregate interlocking sans l’usage de particules polygonales. Ce phe´nome`ne peut eˆtre
observe´ en figure 3.26 dans les zones mises en e´vidence par les pointille´s. Un ensemble de
particules, initialement attache´ a` la partie gauche de l’e´prouvette, est en contact avec la
partie droite et assure le transfert des contraintes dans la fissure.
Figure 3.26: Agrandissement de la zone pre´-fissure´e pour une ouverture de fissure im-
pose´e a` cw = 0.00006 mm.
Cependant, les points de contact entre les deux parties de l’e´prouvette sont peu nom-
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breux. Des concentrations de contraintes sont alors induites en ces points. L’ensemble de
particules mis en relief par les pointille´s voit la totalite´ des poutres le reliant au reste du
re´seau se rompre, il se retrouve de´tache´. La restriction impose´e sur le de´placement d’une
partie de l’e´prouvette par l’autre est donc leve´e, la partie de gauche peut ainsi glisser
librement vis-a`-vis de la partie droite.
Concernant le facie`s de fissuration de l’e´prouvette dans sa totalite´ (fig. 3.27), la simulation
est qualitativement similaire a` l’expe´rience (fig. 3.24). En effet, les fissures secondaires
verticales sont reproduites, tout comme les fissures primaires diagonales.
Figure 3.27: Facie`s de fissuration pour une ouverture de fissure impose´e a` cw = 0.00032
mm.
5 E´tude de l’efficacite´ de l’algorithme de re´solution
L’objectif de cette section est de valider sur une simulation entie`re l’efficacite´ du sche´ma de
re´solution nume´rique propose´ au chapitre 2, lors duquel il n’a e´te´ valide´ que localement. Un
essai de compression uni-axial est retenu pour mettre en avant les qualite´s du sche´ma de
re´solution propose´. L’essai de compression posse`de l’inte´reˆt de provoquer simultane´ment
les non-line´arite´s de contact et de rupture. Ainsi un sche´ma classique de type Saw-Tooth
risque de s’ave´rer instable. Les re´sultats obtenus par les deux types de sche´ma de re´solution
sont compare´s.
Les simulations sont re´alise´es pour diffe´rentes tailles d’incre´ment de de´formation normale
∆ǫ. Les tailles d’incre´ment teste´es sont de´finies de manie`re a` eˆtre capable de suivre les
non-line´arite´s de la re´ponse en compression. Par ailleurs, des tailles d’incre´ments excessi-
vement fines ne sont pas e´tudie´es, les couˆts de calculs en termes de temps et de me´moire
e´tant trop importants. Un re´capitulatif des couˆts de calculs est propose´ en figure 3.32a.
Les simulations sont donc re´alise´es pour les tailles d’incre´ment de de´formation impose´e
suivants : ∆ǫ = 7.10−5, ∆ǫ = 7.10−6, ∆ǫ = 7.10−7, ∆ǫ = 7.10−8.
Il est a` noter que les simulations sont re´alise´es sur dix tirages de maillage et des seuils de
rupture, les re´sultats scalaires propose´s en sont une moyenne.
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L’essai de compression avec contact direct entre l’e´prouvette et les supports de charge-
ment, re´alise´ par Vonk [1992] sur un cube de be´ton de 0.1 m de coˆte´ est utilise´ comme
re´fe´rence. La re´ponse du mate´riau pre´sente l’inte´reˆt de se prolonger longtemps apre`s le
pic de chargement, la` ou` les non-line´arite´s de contact et de rupture sont pre´dominantes.
Les conditions aux limites applique´es pour simuler l’essai de compression uni-axiale de la
campagne de Gre´goire et al. [2013] sont conserve´es. Ne´anmoins, une fois de plus il a e´te´
ne´cessaire d’ajuster le module de Young E¯ des poutres du re´seau en fonction du module
de Young macroscopique et le facteur d’e´chelle de la distribution du seuil de rupture en
extension λǫcr en fonction du pic de re´sistance. Le jeu de parame`tres ajuste´ est valable
pour les deux sche´mas compare´s. L’ensemble des parame`tres mate´riaux utilise´s pour les
simulations de l’essai de compression uni-axial de Vonk [1992] est re´sume´ dans le tableau
3.4.
lp (m) α E¯ (GPa) λǫcr λθcr k µ
0.002 0.83 48 3.57 10−4 1.85 10−3 1.4 0.7
Table 3.4: Valeur des parame`tres identifie´s sur le be´ton de Vonk [1992].
Lors des simulations, plusieurs re´sultats sont analyse´s :
- L’e´volution de la contrainte normale en fonction de la de´formation normale.
- L’e´volution de l’e´nergie dissipe´e par fissuration EdF en fonction du pseudo-temps
calcule´e incre´mentalement selon Rinaldi et Lai [2007], comme suit :
E
d,t+1
F = Ed,tF + 12 (Tut+1.Ktcoh.ut − Tut.Kt+1coh.ut+1) (3.1)
- L’e´volution de l’e´nergie dissipe´e par friction Edµ en fonction du pseudo-temps cal-
cule´e incre´mentalement par la me´thode des trape`zes, comme suit :
Ed,t+1µ = Ed,tµ +
∑
i=1,...,nparticules
⎡⎢⎢⎢⎢⎣ ∑j=1,...,nicontact
1
2
(T (F t+1fric,ij + F tfric,ij) . (∆δus,ijtc,ij)t+1)
⎤⎥⎥⎥⎥⎦
(3.2)
avec nicontact le nombre de contacts de´tecte´s sur la particule i.
- Le facie`s de fissuration.
D’un coˆte´, les trois premiers re´sultats procurent une information globale quantitative sur
la re´ponse simule´e. Les e´nergies dissipe´es permettent d’e´tudier spe´cifiquement l’efficacite´
des sche´mas de re´solution vis-a`-vis de chaque me´canisme non-line´aire, en distinguant
la rupture du contact frottant. D’un autre coˆte´, les facie`s de fissuration procurent une
information locale qualitative, et permettent d’e´valuer le re´alisme physique de la re´ponse
simule´e.
La re´ponse expe´rimentale en compression uni-axiale est relativement ductile (fig. 3.28).
A` parame`tres identifie´s, la re´ponse obtenue reste toutefois fortement de´pendante du
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sche´ma de re´solution choisi. Quelle que soit la taille de l’incre´ment de chargement, les
re´ponses obtenues par l’interme´diaire du sche´ma explicite sont visiblement trop fragiles, la
de´gradation comple`te de l’e´prouvette intervient rapidement apre`s avoir le pic de re´sistance.
Au contraire les re´ponses obtenues avec le sche´ma implicite sont plus ductiles. Les re´ponses
du sche´ma explicite, pour diffe´rents incre´ments de de´formation, sont relativement proches,
les pics de re´sistance sont identiques et la de´gradation comple`te est toujours observe´e dans
un intervalle restreint de de´formation allant de 3.5.10−3 a` 4.5.10−3. Bien que des proble`mes
de convergence ne soient pas observe´s, a` haut niveau de de´formation de l’e´prouvette, les
re´ponses obtenues par le sche´ma explicite restent e´loigne´es des re´ponses obtenues par le
sche´ma implicite ou expe´rimentalement.
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Figure 3.28: Influence de l’incre´ment de chargement sur la re´ponse en compression uni-
axiale.
Les simulations re´alise´es a` l’aide d’un sche´ma de re´solution explicite affichent une dissipa-
tion e´nerge´tique par fissuration plus importante que celles re´alise´es avec un sche´ma impli-
cite (fig. 3.30). Les facie`s de fissurations observe´s en fin de simulation (fig. 3.29) montrent
que dans le cas d’une re´solution explicite la propagation des fissures est irre´gulie`re et
de´sordonne´e du fait de la rupture fragile des e´prouvettes, alors que dans le cas d’une
re´solution implicite, la propagation des fissures est classique des essais de compression
avec supports adhe´rents. Les e´prouvettes simule´es avec un sche´ma explicite semblent avoir
rompu entie`rement sans localisation particulie`re de la fissuration, ce qui expliquerait la
quantite´ plus importante d’e´nergie dissipe´e par fissuration.
En paralle`le, la re´ponse post-pic des e´prouvettes simule´es avec un sche´ma explicite e´tant
quelque peu chaotique, de la friction est potentiellement induite dans l’inte´gralite´ de
l’e´prouvette. Il semble donc raisonnable de conclure que les e´nergies dissipe´es par friction
sont comple`tement fausse´es (fig.3.31).
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(a) exp. : ∆ǫ = 7.10−5 (b) exp. : ∆ǫ = 7.10−6 (c) exp. : ∆ǫ = 7.10−7 (d) exp. : ∆ǫ = 7.10−8
(e) imp. : ∆ǫ = 7.10−5 (f) imp. : ∆ǫ = 7.10−6
déplacement horizontal (m)
-0.01 +0.01
Figure 3.29: Influence de l’incre´ment de chargement sur le facie`s de fissuration en com-
pression uni-axiale.
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Figure 3.30: Influence de l’incre´ment de chargement sur l’e´nergie dissipe´e par fissuration
en compression uni-axiale.
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Figure 3.31: Influence de l’incre´ment de chargement sur l’e´nergie dissipe´e par friction en
compression uni-axiale.
Les difficulte´s de re´solution nume´rique de l’e´quilibre lors de la simulation d’un essai de
compression peuvent s’expliquer de la manie`re suivante. D’abord, lors de la phase de fis-
suration diffuse, le me´canisme de rupture est pre´dominant, cependant apre`s la coalescence
de la micro-fissuration diffuse en fissures macroscopiques coline´aires a` la direction du char-
gement, les me´canismes de rupture et de contact interagissent fortement. La propagation
des fissures macroscopiques est alors hautement influence´e par le me´canisme de contact
frottant intervenant aux surfaces des fissures. En conse´quence, si le me´canisme de contact
frottant n’est pas correctement inte´gre´, les conse´quences sont directement observe´es sur
les facie`s de fissuration et la re´ponse post-pic de l’e´prouvette. D’autant plus qu’un nombre
important de contact est initie´ et que, comme il a e´te´ remarque´ lors de la mise en place
du sche´ma de re´solution implicite (sec. 4), les efforts de contact frottant peuvent eˆtre
rapidement mal e´value´es si une attention particulie`re n’est pas porte´e sur la re´solution de
l’e´quilibre
Dans le cas pre´sent de l’essai de compression, la ne´cessite´ d’avoir recours a` un sche´ma
de re´solution nume´rique ne se fait pas sentir par un besoin de limiter les temps de cal-
culs. La re´solution implicite est presque aussi longue que la re´solution explicite avec un
incre´ment de chargement ∆ǫ = 1.10−8. Ne´anmoins l’utilisation de la re´solution implicite
reste ine´vitable pour des essais de compression, si la re´ponse comple`te d’e´prouvettes de
mate´riau quasi-fragile doit pouvoir eˆtre suivie jusqu’a` la rupture. Le faible caracte`re quan-
titatif de l’estimation des efforts de contact frottant duˆ a` la re´solution explicite, conduit
a` une perte comple`te du caracte`re qualitatif de la re´ponse simule´e, ce qui se manifeste
par une rupture irre´aliste et fragile de l’e´prouvette. Une re´solution ite´rative de l’e´quilibre
des forces semble indispensable pour corriger les proble`mes d’oscillations, ge´ne´re´es par les
non-line´arite´s comportementales lie´es a` l’initiation de contacts et amplifie´es par l’absence
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d’amortissement visqueux. D’ailleurs, en plus d’une convergence inconditionnelle et d’une
meilleure pre´cision des re´sultats, le sche´ma de re´solution implicite ne pre´sente pas de
soucis de robustesse, le re´sidu n’exce`de que rarement la valeur de 10−5 (fig.3.32b).
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Figure 3.32: Influence de l’incre´ment de chargement sur le temps de calculs et sur le
re´sidu.
6 Expe´rimentation nume´rique en traction cyclique
uni-axiale
Un essai de traction uni-axiale cyclique est une succession de cycles constitue´s d’une
phase de charge en traction, donnant lieu a` l’initiation et a` la propagation de la fissura-
tion, et d’une phase de de´charge jusqu’a` un niveau de compression suffisant pour observer
la fermeture comple`te de l’ensemble des fissures de´veloppe´es lors des phases de charge,
autrement dit la reprise totale de raideur de l’e´prouvette de mate´riau sollicite´e. Le char-
gement est impose´ en de´placement et applique´ a` l’extre´mite´ supe´rieure de l’e´prouvette
(fig. 3.33). La de´formation totale re´sultante impose´e suit une e´volution telle que celles
propose´es en figure 3.34.
Les re´sultats disponibles dans la litte´rature pour un essai de traction cyclique avec ferme-
ture comple`te de la fissuration restent rares, e´tant donne´ la complexite´ de leur re´alisation
[Reinhardt et Cornelissen, 1984; Nouailletas, 2013]. Ainsi l’analyse des re´sultats reste
avant tout qualitative.
Les re´cents essais de traction cyclique effectue´s par Nouailletas [2013] sont utilise´s comme
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re´fe´rence (fig. 3.35a) pour les simulations a` venir. L’e´prouvette sollicite´e est un prisme de
0.3m de hauteur, de 0.15 m de largeur, et 0.05 m d’e´paisseur, entaille´ a` mi-hauteur sur
toute l’e´paisseur afin de localiser la macro-fissuration (fig. 3.33). Une taille de particule
de 0.002 m est, a` nouveau, retenue. Les parame`tres du mode`le discret sont ajuste´s pour
retrouver les proprie´te´s de la gaˆche´e de be´ton mesure´es au pre´alable, au moyen d’essais
standard par Nouailletas [2013]. Le module de Young et la re´sistance en traction du
mate´riau a` retrouver sont respectivement e´gaux a` 37 GPa et 3 MPa. E´tant donne´ l’objectif
d’e´tudier le comportement cyclique, l’accent est mis sur la reproduction de la de´gradation
de l’e´prouvette observe´e expe´rimentalement, afin de s’affranchir autant que possible d’un
biais induit par des e´tats de fissuration diffe´rents entre l’expe´rience et la simulation.
Figure 3.33: Dimensions, mode´lisation de l’essai de traction cyclique uni-axial de
Nouailletas [2013].
L’ensemble des parame`tres mate´riaux utilise´s pour les simulations de la campagne d’essais
de Nouailletas [2013] est re´sume´ dans le tableau 3.5.
lp (m) α E¯ (GPa) λǫcr λθcr k µ
0.002 0.83 37.5 4.45 10−4 1.85 10−3 1.4 0.7
Table 3.5: Valeur des parame`tres identifie´s sur le be´ton de la campagne d’essais de
Nouailletas [2013].
La simulation d’un essai de traction cyclique uni-axiale avec le mode`le discret est l’oc-
casion d’explorer les hypothe`ses justifiant l’apparition d’incompatibilite´s ge´ome´triques
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des surfaces de fissures, pre´sente´es auparavant (voir chapitre 1). Une validation quanti-
tative de l’hypothe`se retenue est propose´e. Il est peu probable que des incompatibilite´s
ge´ome´triques se manifestent avec le mode`le discret, tel qu’il a e´te´ de´veloppe´, lors de la
simulation d’un chargement cyclique de traction pure. L’introduction de perturbations
repre´sentatives des hypothe`ses mentionne´es semble ne´cessaire.
Deux types de perturbations sont introduites. La premie`re, dite globale, est induite par
un biais expe´rimental, les conditions aux limites n’induisent pas de la traction pure. La
seconde, dite locale, est la conse´quence de la relaxation, par fissuration, d’un champ de
contraintes he´te´roge`ne auto-e´quilibre´ interne a` l’e´prouvette, cause´ par le retrait au jeune
aˆge ou la pre´sence partielle d’eau libre dans les pores du mate´riau.
L’hypothe`se d’incompatibilite´s ge´ome´triques engendre´es par la pre´sence de de´bris de
mate´riau, de´tache´s de l’e´prouvette, dans les fissures n’est pas e´tudie´e. Compte tenu de la
formulation du mode`le discret dans un cadre quasi-statique, l’e´tude du mouvement de ces
de´bris n’est pas possible (voir chapitre 2).
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Figure 3.34: Trajets de chargement en de´formation impose´es.
Dans un premier temps, les deux hypothe`ses sont donc e´tudie´es en simulant la re´ponse
de l’e´prouvette entaille´e soumise a` deux cycles de chargement d’amplitude croissante (fig.
3.34a). L’objectif est de tirer des conclusions qualitatives quant a` l’hypothe`se justificative
la plus re´aliste. Pour alimenter l’e´tude comparative, l’e´volution de la contrainte globale
en fonction de la de´formation globale de l’e´prouvette est analyse´e et mise en rapport avec
les observations expe´rimentales. L’e´volution du nombre de contacts de´tecte´s a` chaque
instant, traduisant la quantite´ de fissures ferme´es, et de l’e´nergie dissipe´e par friction (voir
l’e´quation 3.2 pour le calcul), quantifiant l’implication du me´canisme de friction active´ en
surface de fissure, tout au long de l’application du chargement sont aussi fournies.
Dans un second temps, le chargement complet applique´ par Nouailletas [2013] est simule´.
L’e´prouvette est soumise a` 9 cycles de charge-de´charge (fig. 3.34b), tout en introduisant
le type de perturbation retenu de manie`re quantitative.
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6.1 E´tude de l’influence d’une perturbation
6.1.1 Sans perturbation
Avant d’explorer les conse´quences de l’introduction de chaque perturbation, une simu-
lation de re´fe´rence est mene´e en l’absence de contraintes internes initiales et pour un
chargement cyclique de traction pure (fig. 3.33). Les re´sultats sont pre´sente´s en figures
3.35b, 3.36a, 3.36b.
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Figure 3.35: Re´ponse d’un essai uni-axial cyclique.
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Figure 3.36: E´volutions de l’e´nergie dissipe´e par friction et du nombre de contacts au
cours d’un essai uni-axial cyclique simule´ sans perturbation.
6.1.2 Perturbation globale
La premie`re perturbation e´tudie´e est d’ordre expe´rimental. La perturbation est globale
et affecte les conditions aux limites de l’essai. Il peut s’agir d’un de´salignement du ve´rin
appliquant le chargement, ce qui engendre un de´calage horizontal des parties infe´rieure et
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supe´rieure de l’e´prouvette, une fois la fissuration localise´e ; ou encore, d’une rotation de
la partie supe´rieure de l’e´prouvette cause´e par une fissuration asyme´trique.
Dans le cas pre´sent, une rotation est introduite, car elle a e´te´ observe´e expe´rimentalement
par Nouailletas [2013] (fig. 3.43). Ne´anmoins, pour avoir e´te´ simule´, un de´salignement du
ve´rin conduit a` des re´sultats tre`s similaires aux re´sultats qui vont suivre. La rotation est
simule´e en appliquant un gradient line´aire de de´placement vertical dans la largeur l de
l’e´prouvette (fig. 3.37b). Le gradient de de´placement est lie´ a` l’angle de rotation θ de la
partie supe´rieure de l’e´prouvette par la relation :
θ = arctan(h2 − h1
l
) = arctan(uR
l
) (3.3)
La rotation est applique´e proportionnellement au de´placement de traction pure impose´
uT , lors de chaque phase de charge. L’incre´ment de rotation est calcule´ de la manie`re
suivante :
∆θ = arctan(∆uR
l
) = arctan(α∆uT
l
) (3.4)
En faisant varier le coefficient de proportionnalite´ α, une analyse de sensibilite´ est mene´e
au niveau de rotation θmax atteint a` la fin de la seconde phase de charge. A` titre d’exemple,
en prenant α = 0.1 et une de´formation a` la fin de la seconde phase de charge e´gale a`
ǫ = 5 × 10−4, il vient θmax ≃ 0.0057°.
h2
h1
θ
(a) rotation expe´rimentale (b) rotation simule´e
Figure 3.37: Configuration d’un essai uni-axial cyclique avec une rotation de l’e´prouvette.
Les re´sultats sont pre´sente´s en figures 3.38, 3.39a, 3.39b.
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Figure 3.38: Re´ponse simule´e lors d’un essai uni-axial cyclique avec une rotation de
l’e´prouvette.
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Figure 3.39: E´volutions de l’e´nergie dissipe´e par friction et du nombre de contacts au
cours d’un essai uni-axial cyclique simule´ avec une rotation de l’e´prouvette.
6.1.3 Perturbation locale
La seconde perturbation e´tudie´e est d’ordre porome´canique. Qu’il s’agisse du retrait au
jeune aˆge ou de la pre´sence partielle d’eau libre, un champ de contraintes interne a`
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l’e´prouvette est induit. Ce champ est en e´quilibre initialement et he´te´roge`ne, du fait
de la me´sostructure du mate´riau (voir chapitre 1, fig. 1.13).
La propagation de la fissuration rompt l’e´quilibre de ce champ de contraintes. Une fissure
e´tant constitue´e d’un couple de surfaces libres de contraintes, les contraintes initiale-
ment pre´sentes sont relaxe´es. La me´sostructure du mate´riau se de´forme alors de manie`re
permanente pour retrouver son e´quilibre, et la topologie des surfaces des fissures est per-
turbe´e.
uL
Figure 3.40: Sche´matisation de la conse´quence de la relaxation, induite par fissuration,
de contraintes internes auto-e´quilibre´es.
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Figure 3.41: Re´ponse simule´e lors d’un essai uni-axial cyclique avec une perturbation
locale.
Seule la conse´quence de ce me´canisme sur le mouvement des particules du mode`le discret
est simule´e. Autrement dit, lorsqu’une poutre du re´seau rompt, les deux particules ancien-
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nement lie´es subissent un mouvement, dont l’amplitude, la direction et le sens sont corre´le´s
au champ de contraintes internes initial. Par soucis de simplicite´, la direction et le sens
sont conside´re´s ale´atoires et l’amplitude suit une distribution statistique e´quiprobable
dans l’intervalle de valeurs de´fini par [0;uL]. Aucune rotation des particules n’est ap-
plique´e, celle-ci n’ayant qu’une faible influence. Le proce´de´ mis en place est sche´matise´ en
figure 3.40.
Les re´sultats sont pre´sente´s en figures 3.41, 3.42a, 3.42b.
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Figure 3.42: E´volutions de l’e´nergie dissipe´e par friction et du nombre de contacts au
cours d’un essai uni-axial cyclique simule´ avec une perturbation locale.
6.1.4 Discussion des re´sultats
La simulation de deux cycles de chargement de traction sans introduire de perturbation
conduit a` une re´ponse de l’e´prouvette peu satisfaisante (fig. 3.35b). Parmi l’ensemble
des phe´nome`nes observe´s expe´rimentalement sous chargement cyclique, seul l’effet uni-
late´ral est reproduit, et n’est d’ailleurs pas progressif. L’e´volution du nombre de contacts
lors de l’essai (fig. 3.36a) subit deux sauts de valeurs importants, chacun correspon-
dant a` la fermeture suivie de l’ouverture simultane´e d’une grande majorite´ des fissures
forme´es. L’e´volution de l’e´nergie dissipe´e par friction (fig. 3.36b), analyse´e conjointement
a` l’e´volution du nombre de contacts lors de l’essai, montre que lorsque la majorite´ des
fissures sont ferme´es aucune e´nergie n’est dissipe´e. Par contre, une certaine dissipation est
observe´e en fin de charge et de´but de de´charge du second cycle, instant auquel le nombre
de contacts augmente progressivement. Le niveau d’effort normal dans les fissures est alors
suffisamment faible pour permettre le glissement frottant. Sur la re´ponse de l’e´prouvette
(fig. 3.35b), il peut d’ailleurs eˆtre observe´ la formation d’une boucle d’hyste´re´sis de petite
taille a` l’instant correspondant (entre la seconde de´charge et la troisie`me charge).
En re´sume´, sans introduire de perturbation, peu ou pas d’incompatibilite´s ge´ome´triques
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des surfaces des fissures sont engendre´es. La fermeture des fissures e´tant simultane´e, aucun
glissement frottant n’a lieu. L’introduction d’une perturbation semble donc ne´cessaire afin
de diffe´rer la fermeture des fissures.
La simulation de deux cycles de chargement de traction en introduisant une perturbation,
locale ou globale, conduit a` des re´sultats plus satisfaisants. Pour une amplitude de per-
turbation suffisamment conse´quente, l’ensemble des phe´nome`nes attendus sont observe´s
sur les re´ponses de l’e´prouvette (fig. 3.38 et 3.41). En effet la reprise de raideur, et donc
l’effet unilate´ral, sont progressifs, et des de´formations re´siduelles ainsi que des boucles
d’hyste´re´sis de taille significative se manifestent. Avec l’augmentation de l’amplitude de
la perturbation, les e´volutions du nombre de contacts (fig. 3.39a et 3.42a) sont davantage
lisse´es, a` tel point que l’e´volution ne semble pas saturer vers un plateau, lors de de´charges.
Par ailleurs, les e´volutions de l’e´nergie dissipe´e par friction (fig. 3.39b et 3.42b) atteignent
des niveaux significativement plus e´leve´s.
Il apparaˆıt qu’une perturbation locale (fig. 3.42a) est plus efficace qu’une perturbation glo-
bale (fig. 3.39a) pour diffe´rer la fermeture des fissures. En paralle`le, les niveaux d’e´nergie
dissipe´e par friction atteints sont plus e´leve´s avec une perturbation locale (fig. 3.42b)
qu’avec une perturbation globale (fig. 3.39b).
Ne´anmoins, une perturbation locale ne posse`de qu’un re´alisme limite´. Pour une ampli-
tude permettant d’observer des boucles d’hyste´re´sis de taille inte´ressante (uL = 3 × 10−6
ou uL = 4 × 10−6) l’introduction de la perturbation affecte par la meˆme occasion le com-
portement monotone. En effet, la contrainte limite e´lastique est amoindrie (fig. 3.41). Les
incompatibilite´s ge´ome´triques engendre´es pour de telles amplitudes de perturbation sont
exage´re´es, il en re´sulte des concentrations de contraintes irre´alistes aux niveau des sur-
faces des fissures, et une de´gradation de l’e´prouvette supple´mentaire. Il est notamment
possible d’observer, pour uL = 4×10−6 des irre´gularite´s de la re´ponse (fig. 3.41), traduisant
l’amorce de nouvelles fissures, meˆme en phase de de´charge. Autre te´moin d’incompatibi-
lite´s ge´ome´triques exage´re´es, l’e´volution du nombre de contacts (fig. 3.42a), dont la valeur
minimale reste anormalement e´leve´e pour une amplitude uL = 4 × 10−6 par rapport aux
e´volutions associe´es a` des amplitudes de perturbation moindres.
En conclusion, l’introduction de chacune des perturbations conduit a` un comportement
sous chargement cyclique plus re´aliste. Toutefois, une perturbation globale semble d’au-
tant plus justifie´e qu’elle ne de´ge´ne`re pas le comportement monotone du mate´riau. Les
incompatibilite´s ge´ome´triques ne sont pas amplifie´es au point d’induire une fissuration
parasite.
6.2 Simulation d’un essai complet avec rotation de l’e´prouvette
Suite a` l’e´tude comparative mene´e, le chargement complet de l’essai mis en place par
Nouailletas [2013] est simule´ en conside´rant une perturbation induite par rotation de la
partie supe´rieure de l’e´prouvette.
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Expe´rimentalement, Nouailletas [2013] a mesure´ la rotation du support supe´rieur de son
e´prouvette au cours de chaque cycle. La valeur de l’incre´ment de rotation est de´termine´
de manie`re a` ce qu’a` la fin de chaque phase de charge, la rotation simule´e soit e´quivalente
a` la rotation mesure´e par Nouailletas [2013] (fig. 3.43).
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Figure 3.43: E´volution de la rotation maximale de la partie supe´rieure de l’e´prouvette
en fonction des cycles de charge-de´charge d’apre`s Nouailletas [2013].
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Figure 3.44: Re´ponse comple`te simule´e lors d’un essai uni-axial cyclique avec une rotation
de l’e´prouvette quantifie´e par Nouailletas [2013].
La re´ponse comple`te de l’e´prouvette simule´e est pre´sente´e en figure (fig. 3.44). Il est
inte´ressant de noter la proximite´ de la re´ponse obtenue et de la re´ponse expe´rimentale
(fig. 3.35a) pour des niveaux de rotation de la partie supe´rieure de l’e´prouvette quantita-
tivement identiques.
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7 Synthe`se
Une proce´dure d’identification ge´ne´rale du mode`le discret a e´te´ propose´e. Comme sou-
haite´, elle reste simple et ne´cessite peu d’essais. Les trois parame`tres controˆlant la rup-
ture peuvent eˆtre ide´alement identifie´s a` partir de deux essais, sollicitant des modes de
fissuration diffe´rents. Ainsi, l’identification du mode`le a e´te´ re´alise´e et a e´te´ valide´e sur
plusieurs essais issus d’une meˆme campagne. Un essai de flexion trois-points a e´te´ utilise´
afin d’e´valuer les parame`tres k et λǫcr controˆlant l’e´nergie de fissuration, et la re´sistance
en fissuration en mode I du mate´riau. Puis un essai de fendage a e´te´ utilise´, moins adapte´,
mais affichant tout de meˆme une certaine sensibilite´ au parame`tre λθcr controˆlant plutoˆt
la re´sistance en mode II du mate´riau. Les parame`tre identifie´s ont permis de retrouver, de
manie`re pre´dictive, les re´sultats expe´rimentaux relatifs aux effets d’e´chelles et de forme,
sans modifications. En compression, des re´sultats quantitatifs ont aussi e´te´ retrouve´s,
mais dans ce cas particulier les conditions aux limites de l’essai ont duˆ eˆtre ajuste´es, car
inde´termine´es. Les simulations n’ont donc pu eˆtre qualifie´es de pre´dictives.
Pareillement, les simulations cherchant a` valider le comportement du mode`le discret sous
des modes de fissuration complexes (mixte I/II et II) ont fourni des re´sultats satisfaisants,
mais ont, cette fois-ci, requis une identification nouvelle de certains parame`tres pour
s’adapter au be´ton utilise´. Les re´sultats d’essais de caracte´risation pour ces be´tons n’e´tant
pas fournis, comme c’est d’ailleurs rarement le cas lors de campagnes d’essais complexes,
une analyse inverse a duˆ eˆtre conduite pour proce´der a` l’identification. Pour ces campagnes
d’essais le caracte`re qualitatif du mode`le discret a donc e´te´ valide´, mais le caracte`re
pre´dictif ne l’a e´te´ que partiellement, par la reproduction de la re´ponse expe´rimentale
dans des configurations de chargement alternatives.
L’e´tude de la performance de l’algorithme de re´solution de´veloppe´, en termes de qualite´
des re´sultats plus qu’en termes d’efficacite´ nume´rique, a ensuite e´te´ mene´e. Des re´sultats
repre´sentatifs de l’e´chelle macroscopique (re´ponses et e´nergies dissipe´es) ainsi que de
l’e´chelle locale (facie`s de fissuration) ont affiche´ une stabilite´ supe´rieure lorsque l’algo-
rithme implicite a e´te´ utilise´. Cette e´tude a ainsi confirme´ que le choix effectue´ concer-
nant une re´solution implicite, et surtout concernant le pre´dicteur line´aire des efforts de
contact, est d’un inte´reˆt non-ne´gligeable dans le contexte de simulations quasi-statiques.
Cet aspect est particulie`rement important pour la suite du travail, car dans l’objectif
de proce´der a` une identification nume´rique du mode`le continu, il est ne´cessaire que les
re´sultats fournis par le mode`le discret soient quantitatifs.
La confiance ainsi accorde´e au mode`le discret, tant au niveau de la repre´sentativite´ des
me´canismes de rupture, qu’au niveau de la re´solution nume´rique de l’e´quilibre, a per-
mis d’en faire une premie`re utilisation comme outil d’expe´rimentation nume´rique. La
simulation d’un essai de traction cyclique uni-axiale a alors e´te´ entreprise. Il n’a pas e´te´
possible de reproduire les effets hyste´re´tiques en simulant l’essai avec le mode`le tel quel.
Le me´canisme physique expliquant leur origine, et plus spe´cifiquement l’origine d’une in-
compatibilite´ ge´ome´trique des surfaces d’une fissure, e´tait donc ne´cessairement absent. De
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ce constat, deux explications ont e´te´ envisage´es, et les me´canismes associe´s ont e´te´ intro-
duits. D’un coˆte´, une incompatibilite´ ge´ome´trique induite localement, par les conse´quences
suppose´es de la relaxation d’un champ de contraintes initial interne, induit par exemple
par la pre´sence d’eau libre ou par les effets du retrait au jeune aˆge. De l’autre coˆte´, une
incompatibilite´ ge´ome´trique induite globalement, par une rotation de l’e´prouvette lors
de l’essai. Au vu des re´ponses obtenues, et notamment des phe´nome`nes macroscopiques
observe´s pour chaque tentative d’explication, meˆme si la manie`re dont elles ont e´te´ intro-
duite est discutable, une incompatibilite´ associe´e a` une rotation de l’e´prouvette semble
plus re´aliste. Cette observation a d’ailleurs e´te´ appuye´e par une simulation plus re´aliste
effectue´e en introduisant une rotation quantifie´e directement d’apre`s les mesures effectue´es
lors de l’essai en laboratoire.
Dans le chapitre suivant, la formulation du mode`le de comportement continu sera propose´e
notamment en s’appuyant sur une mode´lisation phe´nome´nologique fonde´e sur la the´orie
de l’endommagement et la thermodynamique des processus irre´versibles. Ce cadre ge´ne´ral
sera ensuite pre´cise´, de manie`re a` reproduire des comportements spe´cifiques caracte´rise´s
a` l’aide du mode`le discret ainsi valide´.
Concernant la mode´lisation continue des phe´nome`nes associe´s au caracte`re unilate´ral frot-
tant des fissures (effets unilate´ral et hyste´re´tiques) les simulations discre`tes servant de
re´fe´rence tiendront compte des observations tire´es de la courte campagne d’expe´rimentation
nume´rique sur essai cyclique, et la rotation de l’e´prouvette sera donc prise en compte.
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Chapitre 4
Formulation et caracte´risation d’une
mode´lisation macroscopique
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1 Introduction
L’outil d’expe´rimentation nume´rique discret est a` pre´sent de´fini, adapte´ aux chargements
cycliques et multi-axiaux, et valide´. L’attention est dore´navant porte´e sur l’e´laboration
d’un mode`le de comportement macroscopique pour mate´riaux quasi-fragiles, en vue du cal-
cul de structures sujettes a` des sollicitations sismiques. A` une telle e´chelle de mode´lisation,
il devient trop couˆteux de chercher a` de´crire explicitement la fissuration, comme cela peut
eˆtre le cas avec le mode`le discret. Une mode´lisation continue base´e sur la FEM est donc
propose´e.
L’outil d’expe´rimentation nume´rique peut eˆtre exploite´ pour fournir des re´sultats de
re´fe´rence permettant de caracte´riser les comportements me´caniques a` introduire dans le
mode`le continu. Afin de pre´ciser les points ne´cessitant une ame´lioration et donc une ana-
lyse a` l’e´chelle fine, une revue bibliographique des mode´lisations existantes des phe´nome`nes
associe´s a` l’ouverture, mais surtout a` la fermeture des fissures est re´alise´e.
Sur la base de cette revue, un choix de mode´lisation est effectue´. Celui-ci est ancre´ dans
le formalisme des Mate´riaux Standards Ge´ne´ralise´s (MSG) [Halphen et Nguyen, 1975]
fonde´ sur la thermodynamique des processus irre´versibles. Des conditions d’admissibilite´
sont ainsi pose´es sur les aspects du mode`le continu a` de´finir. Une premie`re e´bauche des
e´quations du mode`le continu est alors propose´e. Le comportement me´canique global d’un
VER est de´compose´ en une partie associe´e au comportement de mate´riau restant non-
fissure´, et une partie associe´e au comportement des fissures. Les e´quations permettant de
de´crire le comportement de chaque partie sont formule´es a` partir d’essais nume´riques de
caracte´risation simule´s a` l’aide du mode`le discret.
Le cas du comportement de la matrice saine de´crit par le potentiel Ψm est d’abord traite´.
Les expressions du potentiel de dissipation ϕm et de Ψm,D controˆlant l’e´volution de la
variable d’endommagement scalaire sont encore libres de choix. Leurs expressions sont
de´termine´es de manie`re a` ame´liorer le comportement multi-axial jusqu’a` la rupture. Les
re´ponses en cisaillement et en compression sont notamment analyse´es. Davantage d’im-
portance est accorde´e a` la premie`re, car il est conside´re´ qu’elle joue un roˆle pre´dominant
dans la re´ponse de structures, notamment celles en be´ton arme´. Il est souvent fait le
choix d’identifier les mode`les de comportement de manie`re a` obtenir un comportement en
traction et en compression satisfaisant. Cependant, les non-line´arite´s du comportement
en compression sont rarement implique´es dans la re´ponse d’une structure. Au contraire,
l’influence du comportement en cisaillement pourrait eˆtre davantage significative.
Le cas du comportement des fissures de´crit par le potentiel Ψf est ensuite aborde´. Contrai-
rement a` la partie associe´e au comportement de la matrice saine, l’inte´gralite´ du potentiel
thermodynamique et des potentiels de dissipations est a` de´finir, il s’agit de deux contri-
butions novatrices de ce travail. L’objectif recherche´ lors de la formulation du potentiel
est l’ame´lioration de la description des effets hyste´re´tiques, par rapport a` des mode`les
existants tels que le mode`le de Richard et Ragueneau [2013]. Il est aussi recherche´ une
plus grande robustesse, qui n’est a` ce jour par garantie par des mode´lisations de l’effet
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unilate´ral introduisant une discontinuite´ de la relation de comportement.
A` noter, sauf mention du contraire, que tous les re´sultats discrets pre´sente´s dans ce cha-
pitre sont une moyenne arithme´tique sur 50 tirages.
2 E´tat de l’art des approches continues de la fissura-
tion
La revue bibliographique suivante est de´compose´e en deux parties : la premie`re, ge´ne´rale,
concernant la mode´lisation des phe´nome`nes lie´s a` la de´gradation induite par l’apparition
de la fissuration, sous chargement monotone, et la seconde, plus de´taille´e, relative aux
phe´nome`nes associe´s au caracte`re unilate´ral frottant de la fissuration, sous chargement
cyclique.
2.1 Initiation et propagation de la fissuration
2.1.1 Approche phe´nome´nologique
Une approche phe´nome´nologique consiste a` mode´liser le comportement me´canique d’un
mate´riau tout en se fondant sur des notions the´oriques, conceptuelles, a` la diffe´rence d’une
approche empirique. Historiquement afin de conside´rer la fissuration tout en de´veloppant
une mode´lisation continue, deux the´ories se sont distingue´es : les the´ories de la plasticite´ et
de l’endommagement. Une grande majorite´ des mode`les constitutifs continus de´veloppe´s
peut eˆtre associe´e a` l’une des deux the´ories, si ce n’est les deux.
Les the´ories de la plasticite´ et de l’endommagement ont e´te´ longuement de´veloppe´es.
La the´orie de la plasticite´ introduite initialement pour mode´liser le comportement des
me´taux, a seulement ensuite e´te´ applique´e aux mate´riaux quasi-fragiles [Chen et Chen,
1975]. La the´orie de l’endommagement, quant a` elle, a e´te´ introduite plus re´cemment
[Kachanov, 1958]. Un tel de´veloppement de ces the´ories en fait une base robuste pour
la formulation de mode`le constitutifs continus. De plus les the´ories de la plasticite´ et de
l’endommagement sont aise´ment retranscrites dans le formalisme des MSG, garantissant
ainsi le respect des principes fondamentaux de la thermodynamique. Ce formalisme est
pre´sente´ en section 3.1. Dans le cadre d’une approche phe´nome´nologique, le respect du
formalisme des MSG est un atout majeur, car tre`s souvent les mode`les issus de ce type
d’approche perdent toute justification physique.
Les mode`les continus fonde´s sur les the´ories de la plasticite´ ou de l’endommagement sont
en re´alite´ similaires, ils ne se distinguent que la manie`re dont sont re´parties dans le milieu
continu les de´formations ine´lastiques lie´es a` la fissuration.
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Les mode`les continus fonde´s sur la the´orie de la plasticite´ applique´s au be´ton [Feenstra et
De Borst, 1996; Grassl et al., 2002] utilisent une de´composition de la de´formation totale
d’un VER de mate´riau ǫ, en une de´formation e´lastique ǫe associe´e a` la fraction volumique
de mate´riau sain de´forme´, et une de´formation plastique ǫp associe´e a` la fraction volumique
des fissures ouvertes. La contrainte dans le VER de mate´riau σ est calcule´e en utilisant
la loi de Hooke (4.1) en fonction du tenseur d’e´lasticite´ d’ordre 4 C, de ǫ et ǫp.
σ =C ∶ ǫe =C ∶ (ǫ − ǫp) (4.1)
Les mode`les continus fonde´s sur la the´orie de l’endommagement [Kachanov, 1958; Rabot-
nov et Leckie, 1969; Hult, 1979], diffe´remment, conside`rent la conse´quence de la fissuration
sur la raideur du VER de mate´riau. Cette raideur diminue lorsque la fissure se propage.
Une variable d’endommagement D, pouvant aussi bien eˆtre scalaire que tensorielle, est
ainsi introduite dans la relation de comportement (4.2). Aucune de´formation ine´lastique
n’est explicitement introduite, mais il est possible de conside´rer que la the´orie de l’en-
dommagement de´compose aussi la de´formation totale en une partie saine (1 −D) ǫ et une
partie fissure´e Dǫ.
σ = (1 −D)C ∶ ǫ =C ∶ (ǫ −Dǫ) (4.2)
Par de´finition, dans la the´orie de la plasticite´, la de´formation ine´lastique est plastique
et donc irre´versible. A` l’inverse, dans la the´orie de l’endommagement, la de´formation
ine´lastique est proportionnelle a` la de´formation totale. Lorsque le mate´riau est de´charge´,
dans le premier cas, des de´formations re´siduelles apparaissent, au contraire du second. Par
ailleurs, dans la the´orie de la plasticite´, la raideur du VER de mate´riau reste intacte meˆme
apre`s propagation de la fissuration, alors que dans la the´orie de l’endommagement, cette
raideur est diminue´e de manie`re irre´versible. Les deux the´ories se rejoignent toutefois
sur le fait que, une fois la de´formation totale de´compose´e, la partie ine´lastique de la
de´formation, associe´e a` la fissuration, tre`s logiquement, n’induit aucune contrainte.
De par leurs diffe´rences, les the´ories de la plasticite´ et de l’endommagement s’ave`rent
ade´quates dans des configurations de chargement pre´cises. En traction, comme explique´ au
premier chapitre, la fissuration se propage orthogonalement a` la direction de chargement.
Dans une section de VER orthogonale a` la direction de chargement, la propagation des
fissures en re´duit la capacite´ a` transmettre des sollicitations. Le terme “section efficace”
est utilise´ pour de´crire la fraction de section de VER capable de transmettre des efforts
[Simo et Ju, 1987; Lemaitre, 1984; Chaboche, 1988]. La re´duction de la section efficace
du mate´riau peut eˆtre directement associe´e avec une baisse de la raideur du VER de
mate´riau :
D = S0 − S˜
S0
⇌ 1 −D = S˜
S0
(4.3)
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avec S0 la section initiale du mate´riau sain, et S˜ la section efficace du mate´riau fis-
sure´.
De plus peu de de´formations re´siduelles sont engendre´es directement par la propagation
de fissures en traction. Des de´formations re´siduelles peuvent eˆtre observe´es mais sont ex-
plique´es par des me´canismes diffe´rents (sec. 2.2). La the´orie de l’endommagement semble
donc plus approprie´e a` la mode´lisation continue de la de´gradation induite par un charge-
ment de traction.
En revanche, en compression, la fissuration se propage, avant tout, coline´airement a` la
direction de chargement par effet Poisson local. Une re´duction de la section efficace du
VER de mate´riau n’est que peu observe´e avant la rupture comple`te. Mais la compaction
de la porosite´, et plus largement la fermeture de de´fauts d’e´paisseur non nulle dans la
direction orthogonale au chargement, s’ajoute aux me´canismes pre´sents (fig. 1.4). D’un
point de vue continu, ce me´canisme est associe´ a` une re´duction permanente du volume
de mate´riau. De plus, a` une e´chelle me´soscopique, voire microscopique, le comportement
de la porosite´ implique de la friction. Ainsi la re´ponse en compression met davantage en
avant des de´formations ine´lastiques irre´versibles qu’une diminution de la raideur appa-
rente [Willam et Warnke, 1975; Menetrey et Willam, 1995]. La the´orie de la plasticite´
semble donc plus approprie´e a` la mode´lisation continue de la de´gradation induite par un
chargement de compression.
Afin d’utiliser au mieux les capacite´s des deux the´ories, des mode`les mixtes dits Plastic-
Damage Models ont e´te´ de´veloppe´s [Lubliner et al., 1989; Lee et Fenves, 1998].
Une troisie`me the´orie, la me´canique line´aire e´lastique de la rupture (LEFM), est aussi a`
l’origine de plusieurs mode`les continus de la fissuration [Rice, 1968]. La LEFM a a servi de
fondement pour la formulation des mode`les dits smeared-crack [Rashid, 1968; De Borst et
Nauta, 1985; Rots et al., 1985], crack-band [Bazˇant et Oh, 1983] et fictitious crack [Hiller-
borg et al., 1976]. Toutefois, ces mode`les continus issus de la LEFM sont forts similaires
aux mode`les issus la the´orie de l’endommagement. Il est possible d’envisager les mode`les
smeared-crack et crack-band comme des mode`les d’endommagement anisotrope.
2.1.2 Approche micro-me´canique
En opposition a` l’approche phe´nome´nologique, repre´sente´e par les the´ories de la plasti-
cite´ et de l’endommagement, une approche fonde´e sur une conside´ration micro-me´canique
de la fissuration s’est de´veloppe´e, plus re´cemment, depuis le de´but des anne´es 1980. Les
fondements de l’approche micro-me´canique ont e´te´ pose´s, notamment, par les ouvrages
re´dige´s par Mura [1987]; Nemat-Nasser et Hori [1999]. Des applications directes de cette
approche aux mate´riaux quasi-fragiles ont e´te´ re´alise´es par [Andrieux et al., 1986; Gam-
barotta et Lagomarsino, 1993; Pense´e et al., 2002]. Les mode`les continus issus d’une
approche micro-me´canique sont e´tablis a` partir d’une description pre´cise et quantitative
des me´canismes observe´s a` une e´chelle infe´rieure. L’information acquise a` une e´chelle
Mate´riaux quasi-fragiles sous sollicitations cycliques
116 Formulation et caracte´risation d’une mode´lisation macroscopique
infe´rieure est “remonte´e” a` l’e´chelle de la description macroscopique par inte´gration. Les
me´canismes observe´s a` une e´chelle infe´rieure sont moyenne´s sur un VER.
Homoge´ne´isation
A` l’e´chelle fine le mate´riau n’est pas conside´re´ comme homoge`ne. Les mode`les issus
d’une approche micro-me´canique ont recours a` une me´thode dite “d’homoge´ne´isation”,
analytique ou nume´rique, pour effectuer la “remonte´e” d’information depuis l’e´chelle fine
et recouvrer une certaine continuite´ et homoge´ne´ite´.
u
M,i
f
σm
M
M
τ
M,i
f
M,i
n
M,i
t
m
σ
Figure 4.1: De´composition du proble`me de fissuration [Pense´e et al., 2002].
Les sche´mas d’homoge´ne´isation de Mori-Tanaka [Mori et K, 1973], de Ponte Castaneda-
Willis [Ponte Castaneda et Willis, 1995] ou encore fonde´ sur la solution du proble`me
d’Eshelby [Eshelby, 1957] sont les plus employe´s. Ces sche´mas diffe`rent de par leur ni-
veau de complexite´, chacun permettant de conside´rer avec plus ou moins de de´tails les
me´canismes pre´sents a` l’e´chelle infe´rieure.
A` titre d’exemple, lors de l’homoge´ne´isation d’une structure matrice-fissures (fig. 4.1),
l’interaction entres les fissures est souvent ne´glige´e. Selon le cas de chargement simule´
et donc le mode de propagation de fissuration implique´, les hypothe`ses simplificatrices
pourront eˆtre adapte´es. Il re´sulte de la me´thode d’homoge´ne´isation un tenseur de rai-
deur effectif du VER de mate´riau, tenant compte de la de´gradation subie. Ce type de
mode`le peut ainsi eˆtre conside´re´ comme un mode`le d’endommagement continu issu d’une
approche, non plus phe´nome´nologique, mais micro-me´canique.
L’homoge´ne´isation est re´alise´e par re´e´criture de l’e´nergie libre volumique, permettant
de de´duire le tenseur de raideur homoge´ne´ise´ C˜ du VER de mate´riau fissure´. Avant
homoge´ne´isation, l’e´nergie libre volumique Ψ d’un VER Ω constitue´ d’une matrice (.)m
et de N familles de fissures (.)fi , de´finies par leur normale n, peut s’e´crire en fonction des
quantite´s microscopiques (.)M de la manie`re suivante [Pense´e et al., 2002] :
Ψ = Ψm + ∑
i∈NΨ
f
i
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= 1
2∣Ω∣ y
Ω
ǫm
M
∶ σm
M
dV + ∑
i∈N
⎛⎝ 12∣Ω∣ y
Ωi
ǫf
M,i
∶ σf
M,i
dV
⎞⎠
= 1
2∣Ω∣ y
Ω
ǫm
M
∶Cm ∶ ǫm
M
dV + ∑
i∈N
⎛⎝ 12∣Ω∣ x
ωi
{τ fM,i. [ufM,i]t + σfM,i ∶ (nM,i ⊗ nM,i) [ufM,i]n}dS⎞⎠
(4.4)
ou` σ
M
et ǫ
M
sont les tenseurs de contraintes et de de´formations microscopiques ; τM et[uM]t les vecteurs efforts et sauts de de´placement tangents, [uM]n les sauts de de´placement
normal et ω la surface de la fissure.
L’objectif de l’homoge´ne´isation est de pouvoir e´crire cette e´nergie sous forme inte´gre´e, en
fonction des quantite´s macroscopiques, et ainsi de´finir C˜ :
Ψ = ǫ ∶ C˜ ∶ ǫ (4.5)
ou` ǫ est le tenseur de de´formation macroscopique du VER.
Le sche´ma d’homoge´ne´isation permet de passer de l’e´criture microscopique de´taille´e des
variables d’e´tat (σ
M
, ǫ
M
, τM , et [uM]), tenant compte explicitement de la fissuration ainsi
que de son ouverture et de son orientation, a` l’e´criture macroscopique (ǫ et σ) moyenne´e
sur le VER. Le passage d’une e´criture a` l’autre est effectue´ sous certaines hypothe`ses, qui
permettent de faciliter l’e´criture d’une solution analytique ou la re´solution nume´rique du
proble`me me´canique e´le´mentaire pose´, par exemple une absence d’interaction entre les
fissures, ou une forme elliptique des fissures.
Apre`s application de diffe´rentes hypothe`ses et l’utilisation de solutions e´le´mentaires de
proble`mes d’e´lasticite´ et de me´canique de la rupture, Pense´e et al. [2002] obtiennent
l’e´criture suivante de l’e´nergie libre volumique pour un VER e´lastique affaibli par une
famille de me´so-fissures d’orientation identique n :
Ψ = ǫ ∶Cm ∶ ǫ
−D8(1 − νm)
3Em
{⟨ǫ ∶Cm ∶∆⟩2+ + 4µm1 − νm/2 [(ǫ.ǫ) ∶∆ − ǫ ∶ (∆⊗∆) ∶ ǫ]} (4.6)
avec D la densite´ de micro-fissures, ∆ = n⊗n et Em, νm et µm, respectivement le module
de Young, le coefficient de Poisson, et le second coefficient de Lame´ de la matrice.
Peu de variables internes (D et n) doivent finalement eˆtre introduites pour de´crire la
de´gradation d’un VER.
A` partir de l’e´quation de Ψ, l’e´criture de C˜ se de´duit, mais par soucis de le´ge`rete´, elle ne
sera pas pre´cise´e ici.
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Mode`les microplans
Les mode`les dits “microplans” de´veloppe´s par Bazˇant et Oh [1985], bien que n’e´tant
pas directement fonde´s sur une approche micro-me´canique, s’en rapprochent d’un point de
vue me´thodologique. Le point commun des mode`les microplans et des mode`les issus d’une
approche micro-me´canique est le passage pre´alable par l’e´criture du comportement a` une
e´chelle fine avant d’homoge´ne´iser cette e´criture par le biais d’une me´thode d’inte´gration
nume´rique fonde´e le principe des travaux virtuels dans le cas des mode`les microplans.
Alors que les approches micro-me´caniques classiques fonde´es sur un sche´ma d’homoge´ne´i-
sation re´solvent des proble`mes e´le´mentaires de type matrice-inclusion, pour homoge´ne´iser
la re´ponse d’un VER, les mode`les microplans moyennent la re´ponse d’une quantite´ finie
de mode`les simples phe´nome´nologiques (e.g. des mode`les d’endommagement scalaires)
chacun pouvant caracte´riser par exemple la re´ponse d’un groupe de fissures de meˆme
orientation. Ainsi en se limitant localement a` un endommagement isotrope, il est possible
de reproduire l’anisotropie induite par le chargement.
Chaque mode`le simple est associe´ a` un microplan, de´finissant son orientation. Un ensemble
de plans est de´fini en chaque point de Gauss. La figure 4.2a repre´sente un point de Gauss
discre´tise´ en microplans.
(a) discre´tisation d’un point de
Gauss
(b) de´finition d’un microplan
Figure 4.2: Description d’un point de Gauss dans un mode`le microplans [Bazˇant et al.,
2000].
La transition entre l’e´tat de sollicitation global (σ, ǫ, moyenne´, et l’e´tat de sollicitation
local au niveau de chaque microplan (σM , ǫM), comme de´fini en figure 4.2b, est effectue´e
par l’interme´diaire du principe des travaux virtuels e´crit sur une demi-sphe`re de surface
Ω faisant office de VER :
σ ∶ ǫ = 3
2π ∫Ω (σM .ǫM)dS (4.7)
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Les mode`les microplans sont ainsi fonde´s sur une approche interme´diaire aux approches
phe´nome´nologiques et micro-me´caniques. Ces mode`les permettent de remplacer l’utilisa-
tion de mode`les constitutifs complexes, qu’ils soient issus d’une approche micro-me´canique
analytique ou d’une approche phe´nome´nologique, par la re´ponse homoge´ne´ise´e, au moyen
d’une me´thode d’inte´gration nume´rique d’une succession de mode`les simples.
2.1.3 Discussion
En raison d’une description, au plus large, me´soscopique du mate´riau et des e´quations
simples qui re´gissent ces e´chelles, la quantite´ de donne´es d’entre´e requises pour la mise en
œuvre d’un mode`le issu d’une approche micro-me´canique ou d’un mode`le microplan est
relativement faible.
Ne´anmoins, dans le cas d’une approche micro-me´canique, et d’une me´thode d’homoge´ne´-
isation analytique, la de´gradation mode´lise´e reste sommaire notamment quant a` la des-
cription de l’anistropie re´elle induite par la fissuration. Les mode`les issus d’une me´thode
homoge´ne´isation nume´rique (e.g. mode`les microplans) peˆchent quant a` eux par des couˆts
de calculs e´leve´s. En effet, l’homoge´ne´isation est re´alise´e lors de la simulation, les e´quations
mises en œuvre restent donc toujours simples, puisque de´finies a` une e´chelle fine, mais
en contre partie une inte´gration nume´rique est ne´cessaire a` chaque ite´ration. Dans les
deux cas, le domaine d’application des mode`les issus de ce type d’approche est encore
restreint, peu de simulations a` l’e´chelle de la structure ont e´te´ re´alise´es. Ainsi, l’ap-
proche phe´nome´nologique de la mode´lisation continue de la de´gradation des mate´riaux
quasi-fragiles reste a` ce jour la plus utilise´e pour sa relative le´ge`rete´ et sa robustesse
nume´rique.
La justification physique de mode`les issus d’une approche phe´nome´nologique est moins
e´vidente que celle de mode`les issus d’une approche micro-me´canique, toutefois par la for-
mulation de tels mode`les en respectant le formalisme des MSG, il est possible de garantir
le respect des principes fondamentaux de la thermodynamique.
2.2 Fermeture de la fissuration
La mode´lisation des phe´nome`nes lie´s au caracte`re unilate´ral frottant des fissures pose
deux proble`mes distincts. D’une part, un proble`me de formulation mathe´matique, car la
prise en compte de l’effet unilate´ral me`ne a` une discontinuite´ de la relation de comporte-
ment du mate´riau, car la raideur passe d’une valeur endommage´e a` une valeur saine, et
donc a` une perte de robustesse du mode`le [La Borderie, 1991]. D’autre part, un proble`me
de description, car peu de mode`les sont capables de reproduire fide`lement le compor-
tement expe´rimental observe´ par Reinhardt et Cornelissen [1984] ou encore Nouailletas
[2013].
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Ne´anmoins, dans le cas des mate´riaux quasi-fragiles, du fait des incompatibilite´s ge´ome´-
triques en surface de fissure, l’effet unilate´ral est progressif, car l’ensemble des fissures
contenues dans un VER ne se referment pas simultane´ment. Le proble`me de disconti-
nuite´ de relation de comportement est donc re´gularise´ dans la mesure ou` l’ensemble du
proble`me physique est conside´re´, autrement dit que les conse´quences de l’incompatibilite´
ge´ome´trique sont conside´re´es.
Les me´thodes de mode´lisation ne visant qu’a` annuler l’effet de l’endommagement sans
tenir compte des autres phe´nome`nes observe´s sous chargement cyclique ne seront donc
pas pre´sente´es. Il s’agit en ge´ne´ral de de´compositions en parties positive et ne´gative [La-
deve`ze, 1983; La Borderie, 1991] ou de´composition spectrale [Ju, 1989; Chaboche, 1993;
Halm et Dragon, 1996] des contraintes ou des de´formation. La robustesse de ce second
groupe de me´thodes est limite´e, car elles engendrent une perte d’unicite´ du potentiel
thermodynamique [Cormery et Welemane, 2002].
La revue bibliographique qui suit s’attarde en revanche sur les mode`les proposant une
description empirique, phe´nome´nologique ou me´soscopique de l’ensemble des phe´nome`nes
induits par les me´canismes implique´s lors du chargement cyclique d’une fissure.
2.2.1 Approche empirique
De`s les anne´es 1980, apre`s la publication des premiers re´sultats d’essais d’e´prouvettes de
be´ton soumises a` un chargement cyclique [Reinhardt et Cornelissen, 1984], des mode`les
empiriques de comportement ont e´te´ propose´s [Gylltoft, 1984; Reinhardt et al., 1986;
Yankelevsky et Reinhardt, 1989; Hordijk, 1991]. Ces premie`res tentatives de mode´lisation
proposent dans un formalisme uni-dimensionnel, un jeu d’e´quations capable de reproduire
l’ensemble des phe´nome`nes associe´s a` la fermeture des fissures (fig. 4.3).
La re´ponse uni-axiale du mate´riau est de´compose´e en intervalles de´limite´s par un niveau
de sollicitation (σ ou ǫ), et une vitesse de chargement (σ˙ ou ǫ˙) qui permet principalement
de distinguer s’il s’agit d’une charge ou d’une de´charge.
Les limites de chaque intervalle sont annote´es sur les re´ponses uni-axiales (fig. 4.3) par
un point noir. Selon le mode`le, la re´ponse uni-axiale est de´compose´e en un plus ou moins
grand nombre d’intervalles. A` chaque intervalle i correspond une relation de comportement
spe´cifique :
σi = Eǫe + f i(w) (4.8)
L’expression de la contrainte σi sur l’intervalle est fonction de la de´formation e´lastique ǫe
et de l’ouverture de fissure w. La composante de σi associe´e a` ǫe est toujours de´termine´e
par la loi de Hooke. Pour l’expression de la composante de σ associe´e a` w, en revanche,
une fonction f i empirique spe´cifique a` l’intervalle i est introduite.
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(a) [Yankelevsky et Reinhardt, 1989] (b) [Hordijk, 1991]
Figure 4.3: E´volution de la contrainte en fonction de l’ouverture de fissure pour des
mode`les empiriques.
Pour le mode`le propose´ par Hordijk [1991], en cas de de´charge, soit l’intervalle I sur la
figure (4.3b), la relation s’e´crit :
σ
ft
= σeu
ft
1
3 (weu/wc) + 0.4 {0.014 [ln(weuwc )]5 − 0.57(1 − weuwc )
1/2} (4.9)
en cas de recharge, soit l’intervalle III, la relation s’e´crit :
σ
σL
= 1 + ( c3
c3 + 1)(σerσL ){ 1c3 ( w −wLwer −wL)
c3/5 + [1 − (1 − w −wL
wer −wL)2]
c4} (4.10)
avec : ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
c3 = 3 (3ft−σLft )−(1+weu2wc ) + [1 − (weuwc )0.71ft/ft − σL]
c4 = [2 (3ft−σLft )−3 + 12]−1
(4.11)
De manie`re plus ge´ne´rale, la relation de comportement de´finie sur chaque intervalle peut
eˆtre, soit line´aire (fig. 4.3a), ce qui ne´cessite de de´terminer un nombre important d’inter-
valles pour obtenir une re´ponse fide`le, soit non-line´aire (fig. 4.3b).
Le mode`le propose´ par Hordijk [1991] pre´sente l’avantage d’utiliser des fonctions non-
line´aires, dont la continuite´ entre chacune est assure´e, ainsi le risque de proble`mes de
convergence de l’inte´gration nume´rique au passage d’un intervalle a` un autre est re´duit.
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2.2.2 Approches phe´nome´nologique
Une compre´hension plus approfondie des me´canismes a` l’origine du comportement irre´-
versible observe´ sous chargement cyclique a permis d’y associer des concepts me´caniques
existants, notamment la friction, et ainsi de de´velopper des mode`les de comportement
phe´nome´nologiques. Deux classes de mode`les phe´nome´nologiques sont distingue´es.
Mode`les rhe´ologiques
Le mode`le de comportement propose´ par Duda et Konig [1991] consiste en une de´com-
position de la contrainte totale σ en trois termes σs avec s = {A,B,C}. Le mode`le peut
eˆtre sche´matise´ comme trois se´ries de ressorts de raideur Ks,i et de patins glissants de
contrainte seuil σs,iy en paralle`le avec i = [0; 2] (fig. 4.4).
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Figure 4.4: Description du mode`le de comportement rhe´ologique de Duda et Konig
[1991].
(a) se´rie A (b) se´rie B (c) se´rie C
Figure 4.5: E´volution de la contrainte norme´e en fonction de l’ouverture de fissure dans
chaque se´rie du mode`le rhe´ologique de Duda et Konig [1991].
Phe´nome´nologiquement, d’apre`s l’auteur, une premie`re se´rie A de patins et de ressorts
reproduit le comportement cohe´sif endommageant et hyste´re´tique entre la paˆte de ciment
et les granulats (fig. 4.5a). Une seconde se´rie B traduit le comportement hyste´re´tique de
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friction entre la paˆte de ciment et les granulats (fig. 4.5b). Enfin, une troisie`me se´rie C,
consitute´e d’un unique patin hyperbolique, retranscrit le niveau de compression requis
pour atteindre progressivement la fermeture totale des fissures (fig. 4.5c).
Similairement aux mode`les empiriques (4.8), la contrainte totale σ (fig 4.6a) est obtenue
par la somme de la contribution de la partie e´lastique, ici un ressort de raideur Ke, et
d’une combinaison de la contribution σs(w) de chaque se´rie en paralle`le.
σ = σe (Ke) + f(σA, σB, σC) (4.12)
La re´ponse obtenue est pre´sente´e en figure 4.6b.
(a) e´volution de la contrainte totale norme´e
en fonction de l’ouverture de fissure
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(b) e´volution de la contrainte totale en fonc-
tion de la de´formation totale
Figure 4.6: Re´ponse comple`te du mode`le de comportement rhe´ologique de Duda et Konig
[1991].
Mode`les plastiques
Bien qu’associe´s a` un unique me´canisme, l’initiation de contact frottant entre les sur-
faces des fissures, l’effet unilate´ral et les effets hyste´re´tiques sont conside´re´s se´pare´ment.
Effet unilate´ral
L’effet unilate´ral peut eˆtre introduit de diffe´rentes manie`res :
— par une se´paration de la variable d’endommagement de manie`re a` affecter inde´-
pendamment les parties positives et ne´gatives des tenseurs de contraintes ou de
de´formations [Ladeve`ze, 1983] :
Ψe = 1
2
(1 −D+) ⟨ǫ⟩+ ∶C ∶ ⟨ǫ⟩+ + 1
2
(1 −D−) ⟨ǫ⟩− ∶C ∶ ⟨ǫ⟩− (4.13)
soit :
σ = (1 −D+)C ∶ ⟨ǫ⟩+ + (1 −D−)C ∶ ⟨ǫ⟩− (4.14)
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ou` D+ et D− sont respectivement les variables d’endommagement associe´es aux
parties positives et ne´gatives de la contrainte (en supposant que ∂⟨x⟩+/∂ (x) = 1) ;
— par l’introduction d’une variable interne [Matallah et La Borderie, 2009] :
Ψe = 1
2
(ǫ − SDǫin) ∶C ∶ (ǫ − SDǫin) (4.15)
soit :
σ =C ∶ (ǫ − SDǫin) (4.16)
avec ǫin un tenseur de de´formations permanentes et S la variable interne de refer-
meture de fissures, dont la valeur e´volue entre 1 lorsque les fissures sont ouvertes et
0 lorsque les fissures sont ferme´es ce qui a pour effet d’annuler l’effet de la variable
d’endommagement D. L’e´volution de S peut suivre une e´volution simple, line´aire
de´pendante de la trace de σ [Richard et Ragueneau, 2013], ou plus complexe, a`
l’image d’une variable plastique re´gie par de multiples potentiels de dissipation
de´finis pour chaque phase de charge et de de´charge [Oliveira, 2003].
Effets hyste´re´tiques
Les effets d’hyste´re´tiques sont le plus souvent explique´s par un me´canisme de fric-
tion engendre´ par une incompatibilite´ ge´ome´trique au niveau des surfaces d’une fissure.
D’un point de vue macroscopique, ce me´canisme de friction peut eˆtre reproduit par une
mode´lisation fonde´e sur la the´orie de la plasticite´.
Tout comme pour l’effet unilate´ral, les effets hyste´re´tiques sont de´crits de multiples fac¸ons
dans la litte´rature [Ragueneau et al., 2000; Matallah et La Borderie, 2009; Richard et
Ragueneau, 2013; Sellier et al., 2013], mais il est possible d’observer une me´thodologie
commune.
La contrainte totale σ est de´compose´e de manie`re a` faire apparaˆıtre une contrainte
σfr charge´e de retranscrire le comportement me´canique frottant en cisaillement des fis-
sures.
σ = σe + σfr (4.17)
avec σe charge´e de retranscrire le reste du comportement e´lastique du mate´riau affecte´
par les variations de raideur effective du VER, autrement dit l’endommagement et l’effet
unilate´ral.
La the´orie de la plasticite´ est donc applique´e a` la contrainte σfr :
σfr = f (DC ∶ ((ǫ)D − ǫfr)) (4.18)
avec ǫfr la de´formation de´viatorique plastique associe´e au glissement.
L’e´quation (4.18) illustre la de´pendance de la contrainte de cisaillement dans les fissures
σfr a` la de´formation de cisaillement e´lastique associe´e aux fissures D (ǫD − ǫfr) et au
tenseur d’e´lasticite´ du milieu C.
Mate´riaux quasi-fragiles sous sollicitations cycliques
E´tat de l’art des approches continues de la fissuration 125
Enfin, le glissement, et donc la plasticite´ sont active´s par le potentiel de dissipation ϕfr
suivant :
ϕfr = g (√J2 (σfr −Xfr)) (4.19)
avec Xfr la contrainte de rappel de l’e´crouissage associe´ au glissement.
La description des effets hyste´re´tiques ne diffe`re selon les mode`les que par le choix des fonc-
tions f et g, dont la modification permet de tenir compte de me´canismes supple´mentaires
pouvant influencer l’e´volution du glissement frottant dans les fissures.
Un exemple de re´ponse obtenue est propose´ en figure 4.7.
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Figure 4.7: Re´ponse du mode`le de Richard et Ragueneau [2013].
2.2.3 Approche inte´gre´e
Les mode`les ici qualifie´s d’inte´gre´s sont sur le fond similaires aux mode`les issus d’une
approche micro-me´canique, a` un de´tail pre`s : ils traitent non pas de l’ouverture des micro-
fissures, mais de leur fermeture. Les mode`les inte´gre´s de´rivent des mode`les hyste´re´tiques
de Preisach-Mayergoyz [Mayergoyz, 1991].
Le tenseur des contraintes macroscopiques s’e´crit :
σ =C ∶ (ǫ −Dǫf(w)) (4.20)
avec ǫf le tenseur des de´formations associe´es a` l’ouverture des fissures w estime´e par
inte´gration sur le VER.
Une description du comportement me´soscopique d’une fissure soumise a` un cycle de
de´charge-charge est e´tablie. Autrement dit, il est fait le choix d’une e´volution de la
contrainte transitant dans une fissure en fonction de son ouverture. Le mode`le propose´
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par Guyer et al. [1995] se base sur des ope´rateurs hyste´re´tiques dits “relais” pour de´crire
ce comportement (fig. 4.8).
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Figure 4.8: E´volution de la contrainte en fonction de l’ouverture de fissure donne´e par
un ope´rateur relais.
L’ope´rateur relais associe a` des niveaux de contrainte distincts σc et σo, les transitions,
respectivement, d’un e´tat ouvert a` ferme´, et d’un e´tat ferme´ a` ouvert, de la fissure. L’ou-
verture d’un ope´rateur relais est constante et vaut γ. L’aire situe´e a` l’inte´rieur du trajet
(σ-wR) suivi par l’ope´rateur relais correspond a` l’e´nergie dissipe´e par friction dans la
fissure. Le cas ou` σc = σo correspond a` un comportement re´versible de l’ope´rateur re-
lais.
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(a) exemple de distribution ρ(σc, σo)
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(b) espace S de Preisach-Mayergoyz
Figure 4.9: Distribution des ope´rateurs relais en fonction du couple de contraintes (σc,
σo) associe´ [Mertens, 2009].
Ensuite, un aspect statistique est introduit concernant les contraintes σc et σo de chaque
ope´rateur relais. L’emploi d’une densite´ ρ(σc, σo) de distribution des ope´rateurs relais
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dans l’espace S (σc, σo), appele´ espace de Preisach-Mayergoyz (fig. 4.9) traduit le fait que
les fissures ne se ferment pas a` des niveaux de contraintes identiques, et de meˆme en
ouveture. Cette observation est justifiable par l’explication de l’origine des phe´nome`nes
macroscopiques par des incompatibilite´s ge´ome´triques entre les surfaces des fissures.
A` noter que la forme de la distribution ρ (fig. 4.9a) retranscrit une plus forte probabilite´
de voir une fissure se fermer et s’ouvrir pour un meˆme niveau de contrainte, ce qui physi-
quement repre´sente un e´tat sans incompatibilite´s ge´ome´triques. De plus, il est impossible
d’observer une fissure telle que σc > σo ce qui impliquerait une production d’e´nergie.
Enfin pour de´terminer la quantite´ de fissures ouvertes et la quantite´ de fissures ferme´es,
l’espace S est de´compose´ en une partie So associe´e au fissures ouvertes et Sc associe´e au
fissures ferme´es (fig. 4.9b). La de´composition de S de´pend du niveau de contrainte σ˜ ainsi
que de l’historique de chargement.
A` chaque fissure ouverte correspond une ouverture de fissure wR = γ et a` chaque fissure
ferme´e, une ouverture de fissure nulle wR = 0 (fig. 4.8). Par inte´gration de la distribution
ρ sur l’espace S, l’ouverture de fissure totale w est calcule´e :
w = x
S
wRρ(σc, σo)dσcdσo
= γx
So
ρ(σc, σo)dσcdσo (4.21)
Un exemple de re´ponse obtenue est propose´ en figure 4.10.
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Figure 4.10: Re´ponse d’un mode`le de Preisach-Mayergoyz [Minga, 2013].
2.2.4 Discussion
La re´ponse en traction cyclique uni-axiale de chacun des mode`les pre´sente´s est inte´ressante.
Dans un formalisme uni-dimensionnel, les mode`les permettent tous de reproduire l’effet
Mate´riaux quasi-fragiles sous sollicitations cycliques
128 Formulation et caracte´risation d’une mode´lisation macroscopique
unilate´ral et les effets hyste´re´tiques. Toutefois, la fide´lite´ de la re´ponse fournie varie d’un
type de mode`le a` l’autre. De manie`re ge´ne´rale, les mode`les phe´nome´nologiques fonde´s sur
la the´orie de la plasticite´ peinent a` reproduire qualitativement l’inte´gralite´ des phe´nome`nes
associe´s au caracte`re unilate´ral frottant des fissures. L’exemple du mode`le de Richard et
Ragueneau [2013] (fig. 4.7) met notamment en avant des boucles d’hyste´re´sis dont la
courbure n’est pas re´aliste.
Le manque de controˆle de la re´ponse est le contre-couˆt de la robustesse garantie par
le formalisme des MSG. Ce formalisme contraint l’e´volution des variables internes, et
permet facilement d’en re´aliser l’extension tri-dimensionnelle. Inversement, une extension
des mode`les empiriques, rhe´ologiques et inte´gre´s semble difficilement envisageable.
En ce qui concerne les mode`les empiriques une formulation tri-dimensionnelle pose des
proble`mes de robustesse, au vu des discontinuite´s introduites par la de´composition de
la re´ponse en intervalles, entre lesquels la relation de comportement n’est pas continue
[Gylltoft, 1984; Reinhardt et al., 1986; Yankelevsky et Reinhardt, 1989]. Et meˆme si la
continuite´ est assure´e [Hordijk, 1991], il apparaˆıt clairement que les e´quations e´tablies
sont trop complexes pour eˆtre mises sous forme tensorielle.
Le meˆme reproche peut eˆtre fait aux mode`les rhe´ologiques. De plus, bien que des no-
tions physiques aient e´te´ introduites par l’interme´diaire de ressorts et de patins, leur lien
respectif avec un me´canisme pre´cis reste peu e´vident. La souplesse du mode`le est garan-
tie par un nombre important de patins et de ressorts, ce qui explique la fide´lite´ de la
re´ponse obtenue, mais le nombre de parame`tres introduits est prohibitif pour permettre
une identification simple du mode`le.
L’extension des mode`les de Preisach-Mayergoyz est elle limite´e par l’utilisation impe´rative
de variables scalaires. En effet, l’ouverture des fissures w et le niveau de contrainte σ˜
sont utilise´es pour de´terminer la proportion de fissures ouvertes et ferme´es. Cependant
une premie`re tentative de ge´ne´ralisation bi-dimensionnelle a e´te´ effectue´e avec succe`s par
Mertens [2009] en s’appuyant sur une de´composition de Kelvin. En outre, contrairement
aux mode`les empiriques et rhe´ologiques, le nombre de parame`tres introduits est limite´.
Seules l’ouverture de l’ope´rateur relais γ et la densite´ de distribution des ope´rateurs ρ sont
a` identifier. L’analogie entre des incompatibilite´s ge´ome´triques et un aspect statistique de
l’ouverture et de la fermeture des fissures semble donc justifie´e.
Dans l’objectif de simuler la re´ponses de structures, une mode´lisation robuste hors du
cadre uni-dimensionnel est ne´cessaire. De ce fait, et par consistance avec la mode´lisation
de la de´gradation retenue a` la section pre´ce´dente, une mode´lisation des phe´nome`nes dissi-
patifs associe´s a` la fermeture des fissures fonde´e sur la the´orie de la plasticite´, s’inscrivant
dans le formalisme des Mate´riaux Standards Ge´ne´ralise´s est retenue. En revanche il est
ne´cessaire d’ame´liorer la qualite´ de la re´ponse obtenue par ce type de mode`le. Dans la
suite des travaux, une nouvelle description est ainsi propose´e, tenant compte des re´sultats
obtenus avec le mode`le discret, ainsi que de la piste avance´e par les mode`les de Preisach-
Mayergoyz, a` savoir l’introduction d’un caracte`re statistique dans la description de la
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fermeture des fissures, pour en observer une e´volution progressive.
3 De´finition d’un formalisme de mode´lisation conti-
nue
A` la suite de cette e´tude, une approche phe´nome´nologique fonde´e sur les the´ories bien
connues de l’endommagement et de la plasticite´ est retenue. La relative facilite´ a` inte´grer
ce type d’approche dans le formalisme des MSG s’ave`re tout a` fait adapte´e au besoin de
de´finir un cadre de mode´lisation continue, pre´cise´ plus en de´tails par la suite en s’appuyant
sur des simulations issues du mode`le discret.
Un tel cadre est maintenant propose´. Le formalisme des MSG fonde´ sur la thermody-
namique des processus irre´versibles est introduit. Puis une premie`re forme de potentiel
thermodynamique est propose´e base´e sur une distinction du comportement me´canique du
mate´riaux sain, et du comportement me´canique des fissures.
3.1 Thermodynamique des processus irre´versibles
La thermodynamique des processus irre´versibles fournit un fondement the´orique qui per-
met la formulation de mode`les constitutifs continus. Le formalisme des Mate´riaux Stan-
dards Ge´ne´ralise´s a ainsi e´te´ propose´ par Halphen et Nguyen [1975] ; il permet de faire
le lien entre des mode`le constitutifs phe´nome´nologiques et les principes fondamentaux
de la thermodynamique. La justification physique, et par la meˆme occasion la robustesse
nume´rique, des mode`les de´veloppe´s respectant ce formalisme sont fortement ame´liore´es.
Dans le contexte des mate´riaux quasi-fragiles et donc d’une approximation continue de
comportements intrinse`quement discontinus - fissuration - une telle garantie est loin d’eˆtre
superflue, tant le choix de mode´lisation (continue) est en inade´quation avec le proble`me
re´el (discret). Le formalisme des MSG a initialement e´te´ applique´ a` la mode´lisation, fonde´e
sur la me´canique de l’endommagement, du comportement de mate´riaux quasi-fragiles par
Lemaitre [1984].
3.1.1 Potentiel thermodynamique
L’application du formalisme des MSG consiste a` de´finir un potentiel thermodynamique,
dont de´coule un ensemble de lois d’e´tat. Le potentiel peut s’e´crire de manie`res diffe´rentes :
soit comme l’e´nergie libre volumique de Helmholtz, soit comme l’enthalpie libre de Gibbs
du syste`me e´tudie´. La diffe´rence entre ces deux classes de potentiels est le type de formu-
lation re´sultant, respectivement en de´formations ou en contraintes.
L’e´nergie libre volumique d’Helmholtz Ψ est e´crite en fonction du tenseur des de´formations :
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Ψ = Ψ(ǫ, T, V ki ) (4.22)
L’enthalpie libre volumique de Gibbs χ s’e´crit, elle, en fonction du tenseur des contraintes :
χ = χ(σ,T, V ki ) (4.23)
avec V ki les i variables internes du phe´nome`ne k.
Une ou plusieurs variables internes peuvent eˆtre attribue´es a` chaque phe´nome`ne macro-
scopique. Par exemple en ce qui concerne le phe´nome`ne de de´gradation, en ge´ne´ral deux
variables internes sont introduites, D l’endommagement et z un e´crouissage. Les variables
dont est fonction le potentiel thermodynamique choisi sont appele´es variables d’e´tat. Leurs
variables duales sont appele´es variables associe´es.
A` noter qu’il est possible de passer d’un potentiel thermodynamique a` l’autre en effectuant
la transforme´e de Legendre-Fenchel :
χ = σ ∶ ǫ −Ψ (4.24)
L’utilisation de l’e´nergie libre volumique d’Helmholtz comme potentiel conduit a` un
mode`le pilote´ par l’e´volution des de´formations. Dans le cadre de l’imple´mentation du
mode`le dans un code de calcul par e´le´ments finis, c’est un avantage, car les calculs sont
alle´ge´s par l’emploi de sche´mas d’inte´gration locaux explicites. En effet, l’e´volution de la
sollicitation est controˆle´e par des incre´ments de de´formation. L’e´tat de de´formation est
donc toujours connu.
3.1.2 Lois d’e´tat
Le potentiel une fois de´fini, les lois d’e´tat sont de´termine´es a` partir de l’ine´galite´ de
Clausius-Duhem. Cette ine´galite´ de´coule du second principe de la thermodynamique et
retranscrit la positivite´ de la dissipation intrinse`que du syste`me note´e Φ. Les lois d’e´tat
sont donc de´termine´es tout en s’assurant de la validite´ thermodynamique du mode`le.
Le second principe de la thermodynamique s’e´crit :
Φ = σ ∶ ǫ˙ − e˙ + T s˙ − q⃗.∇⃗T
T
≥ 0 (4.25)
avec T la tempe´rature, s l’entropie volumique, e l’e´nergie interne volumique et q⃗ le flux
de chaleur volumique.
Or l’e´nergie libre volumique de Helmholtz s’e´crit :
Ψ = e − Ts (4.26)
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Le second principe devient donc :
σ˙ ∶ ǫ − Ψ˙ − T˙ s − q⃗.∇⃗T
T
≥ 0 (4.27)
Or dΨ est une diffe´rentielle totale exacte, car Ψ est un potentiel d’e´tat :
Ψ˙ = ∂Ψ
∂ǫ
∶ ǫ˙ + ∂Ψ
∂T
T˙ + ∂Ψ
∂V ki
V˙ ki (4.28)
D’ou` :
(∂Ψ
∂ǫ
− σ) ∶ ǫ˙ + (∂Ψ
∂T
− s) T˙ + ∂Ψ
∂V ki
V˙ ki − q⃗.∇⃗TT ≥ 0 (4.29)
Une premie`re loi d’e´tat est obtenue en supposant une transformation e´lastique, donc au
cours de laquelle aucune variable interne n’e´volue (V ki = 0) et isotherme (T = 0 et ∇⃗T = 0).
L’ine´galite´ de Clausius-Duhem devant eˆtre ve´rifie´e quel que soit ǫ˙ :
σ = ∂Ψ
∂ǫ
(4.30)
Une seconde loi d’e´tat est obtenue en supposant un chargement thermique uniforme (∇⃗T =
0) impliquant une dilatation e´lastique (V ki = 0) non retreinte (σ = 0) :
s = −∂Ψ
∂T
(4.31)
La variable interne associe´e du phe´nome`ne de´crit par V ki est note´e A
k
i :
Aki = ∂Ψ
∂V ki
(4.32)
Afin de ve´rifier la positivite´ de la dissipation intrinse`que, il est donc ne´cessaire de ve´rifier
en tout instant :
Aki V˙
k
i − q⃗.∇⃗TT ≥ 0 (4.33)
3.1.3 Potentiel de dissipation
Un potentiel de dissipation est associe´ a` chaque phe´nome`ne macroscopique de´crit. Soit
le potentiel de dissipation ϕk, homoge`ne et convexe par rapport aux variables associe´es
(Aki ), attribue´ au phe´nome`ne k.
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Les lois d’e´volutions des variables d’e´tat (V ki ) en fonction des variables associe´es (A
k
i )
peuvent maintenant eˆtre de´duites par la condition de normalite´. Les variables internes
doivent e´voluer orthogonalement au convexe de´fini par le potentiel de dissipation ϕk afin
de ve´rifier le principe de Hill [Hill, 1950]. Ce principe stipule que la solution d’un proble`me
d’e´quilibre est la solution qui engendre une dissipation e´nerge´tique maximale. Les lois
d’e´volution des variables internes d’e´tat attribue´es a` un meˆme phe´nome`ne, re´gies par le
meˆme potentiel de dissipation, sont alors lie´es par un unique multiplicateur de Lagrange
λk.
V˙ ki = λ˙k ∂ϕk
∂Aki
(4.34)
Pour un me´canisme, un couple (ϕk, λk) est donc de´fini. L’e´volution de ce couple est re´gie
par les conditions de Kuhn-Tucker :
λ˙k ≥ 0 ; ϕk ≤ 0 ; λ˙kϕk = 0 (4.35)
Lorsque le phe´nome`ne k en question est active´, la valeur de λ˙k est obtenue graˆce a` une
nouvelle condition, qui garantit que l’e´tat du mate´riau reste dans le domaine admissible
de´fini par le potentiel de dissipation :
ϕ˙k = 0 (4.36)
Cette e´galite´ est appele´e condition de consistance, il s’agit de la dernie`re condition ne´ces-
saire pour de´terminer λ˙k et donc l’e´volution des variables internes d’e´tat.
3.2 De´composition de la contrainte totale
Au vu des mode´lisations existantes du proble`me de fissuration sous chargement cyclique,
il est de´cide´ de suivre une me´thodologie similaire, autrement dit le comportement total du
mate´riau fissure´ est de´compose´ en deux parties : d’une part le comportement de la partie
restante de mate´riau sain, et de l’autre le comportement des fissures, incluant toutes les
interactions se manifestant lorsque celles-ci se ferment.
Afin de distinguer le comportement me´canique de la matrice saine et des fissures, la
contrainte totale de l’e´le´ment de volume σ est de´compose´e en deux tenseurs distincts,
comme propose´ par Sellier et al. [2013] :
— σm la contrainte effective transitant dans la matrice saine de l’e´le´ment de volume,
classique des mode`les d’endommagement, soit : σm = C˜ ∶ ǫ.
— σf la contrainte transitant dans l’ensemble des fissures de l’e´le´ment de volume,
lorsque celles-ci se referment. En controˆlant l’e´volution de cette contrainte, les
phe´nome`nes lie´s a` la fermeture des fissures sont introduits.
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Deux potentiels thermodynamiques Ψm et Ψf sont de´finis et respectivement associe´s aux
comportements me´caniques de la matrice saine et des fissures :
Ψ = Ψm +Ψf (4.37)
A` ce stade, le potentiel thermodynamique associe´ au comportement des fissures est laisse´
entie`rement libre, et sera de´termine´ au chapitre suivant a` partir des re´sultats issus de
simulations discre`tes. Sur ce dernier point, il en est de meˆme pour le potentiel thermo-
dynamique associe´ au comportement de la matrice saine, cependant avant de proce´der
a` sa de´termination comple`te, les possibilite´s de formulation sont re´duites, en statuant
sur la de´finition de la variable d’endommagement et par application du formalisme des
MSG.
3.3 Application a` la the´orie de l’endommagement
Dans un premier temps, la proble´matique de la de´finition de la variable d’endommage-
ment, notamment sa signification et les degre´s de liberte´ qui lui sont associe´s sont main-
tenant discute´s. Dans un second temps, le raisonnement duquel de´coule l’expression de
la loi d’e´volution de la variable d’endommagement est pre´sente´. L’objectif est d’expliciter
les composantes du mode`le continu, issues du formalisme MSG, controˆlant cette e´volution
dans l’objectif de les modifier par la suite.
L’endommagement est un phe´nome`ne qui de´pend fortement de l’historique du chargement.
Il se de´crit physiquement comme la diminution de section efficace du VER, suite a` l’appa-
rition de micro-fissures. Or le de´veloppement des micro-fissures a lieu, pre´fe´rentiellement,
dans la direction normale aux extensions locales. L’endommagement peut donc e´voluer
inde´pendamment dans chaque direction de l’espace. Bien que dans un e´tat initial non-
endommage´ un mate´riau puisse eˆtre caracte´rise´ comme isotrope, cette hypothe`se n’est
plus valable lorsque les micro-fissures se de´veloppent, il est alors fait mention d’anisotro-
pie induite. L’anisotropie induite complexifie la description de l’endommagement, d’au-
tant plus lorsque qu’un regain de rigidite´ est conside´re´ en cas de fermeture me´canique des
fissures.
3.3.1 De´finition de la variable d’endommagement
The´oriquement, l’endommagement est conside´re´ comme une de´te´rioration des proprie´te´s
e´lastiques du mate´riau. L’endommagement affecte donc le tenseur d’e´lasticite´ C d’ordre 4.
Dans le cas le plus ge´ne´ral d’anisotropie, il est donc ne´cessaire de conside´rer une variable
d’endommagement tensorielle d’ordre 8 pour relier le tenseur d’e´lasticite´ non-endommage´
C au tenseur d’e´lasticite´ effectif, endommage´, C˜. Cette approche n’est toutefois pas rai-
sonnable. Nume´riquement, d’abord, une gestion inde´pendante de l’e´volution de chaque
composante d’un tenseur d’ordre 8 limite la robustesse d’un mode`le. Expe´rimentalement,
Mate´riaux quasi-fragiles sous sollicitations cycliques
134 Formulation et caracte´risation d’une mode´lisation macroscopique
ensuite, les parame`tres associe´s a` l’e´volution de chaque composante doivent eˆtre iden-
tifie´s.
Une repre´sentation vectorielle de l’endommagement est exclue, le potentiel thermodyna-
mique associe´ n’est plus invariant par changement de base [Murakami et Kamiya, 1997].
Un tenseur d’endommagement d’ordre 2 syme´trique est donc la repre´sentation la plus
simple de l’anisotropie admissible. Il s’ave`re qu’elle est suffisante dans la plupart des cas
de chargement d’apre`s [Kachanov, 1992].
La de´finition de la variable d’endommagement est un compromis entre efficacite´ nume´rique
et fide´lite´ physique. Cette de´finition est e´tablie afin de re´duire l’ordre de la variable d’en-
dommagement, tout en conservant un mode`le thermodynamiquement admissible. Dans la
litte´rature diverses de´finitions de la variable d’endommagement ont e´te´ explore´es.
Principe de contrainte effective
La variable d’endommagement D, par le biais d’une fonction tensorielle d’endomma-
gement M , relie la contrainte totale et la contrainte effective :
σm =M (D) ∶ σ˜m (4.38)
En s’appuyant sur l’e´criture de la contrainte effective, le cas le plus ge´ne´ral d’anisotro-
pie correspond donc a` un tenseur d’endommagement D d’ordre 8. Une restriction a` un
endommagement orthotrope permet de supposer un tenseur d’ordre 2 syme´trique. Le
tenseur d’endommagement peut eˆtre diagonalise´, cette repre´sentation correspond a` un
mate´riau contenant trois groupes orthogonaux de micro-fissures coline´aires. Les normales
respectives a` chaque groupe sont les directions principales de la fonction tensorielle d’en-
dommagement.
La relation de comportement e´lastique du mate´riau endommage´, reliant le tenseur des
contraintes σm au tenseur des de´formations ǫm, est de´duite en effectuant l’hypothe`se
d’e´quivalence (ou conservation) d’une quantite´, entre le mate´riau sain et le mate´riau
endommage´. L’hypothe`se d’e´quivalence est le plus souvent faite en de´formations ou en
e´nergie.
Dans le cas d’une e´quivalence en de´formation, il advient :
ǫ˜m = ǫm ⇔ C ∶ ǫ˜m =C ∶ ǫm⇔ σ˜m =C ∶ ǫm⇔ σm =M (D) ∶ (C ∶ ǫm) (4.39)
La partie e´lastique du potentiel thermodynamique s’e´crit enfin :
Ψm,e = 1
2
ǫm ∶M (D) ∶C ∶ ǫm (4.40)
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De´composition de l’endommagement
Une manie`re de conserver une variable d’endommagement d’ordre re´duit, tout en enri-
chissant la repre´sentation de la fissuration, est de de´composer la variable d’endommage-
ment en plusieurs variables inde´pendantes, auxquelles sont attribue´es un type fissuration
spe´cifique. La quantite´ de scalaires descriptifs de la fissuration est tout de meˆme aug-
mente´e, mais dans une moindre mesure qu’en augmentant l’ordre de la variable d’endom-
magement.
Le proce´de´ est illustre´ en conside´rant des variables d’endommagement scalaires. En con-
side´rant un mode`le d’endommagement isotrope, le potentiel s’e´crit :
Ψm,e = 1
2
(1 −D) ǫm ∶C ∶ ǫm (4.41)
avec D l’unique variable d’endommagement scalaire.
Les de´compositions suivantes peuvent alors eˆtre applique´es [Ladeve`ze, 1983] :
— Une de´composition en parties hydrostatique et de´viatorique
Ψm,e = 1
2
(1 −DH)3K (tr (ǫm))2 + 1
2
(1 −DD)2G (ǫm)D ∶ (ǫm)D (4.42)
ou` DH et DD sont respectivement les variables d’endommagement associe´es aux
parties hydrostatique et de´viatorique de la contrainte totale.
Relativement a` un mode`le d’endommagement isotrope, une telle de´composition
permet de tenir compte d’une de´pendance du coefficient de Poisson a` la fissuration,
et ainsi reproduire le phe´nome`ne de dilatance.
— Une de´composition en parties positive et ne´gative
Ψm,e = 1
2
(1 −D+) ⟨ǫm⟩+ ∶C ∶ ⟨ǫm⟩+ + 1
2
(1 −D−) ⟨ǫm⟩− ∶C ∶ ⟨ǫm⟩− (4.43)
ou` D+ et D− sont respectivement les variables d’endommagement associe´es aux
parties positive et ne´gative de la contrainte (en supposant que ∂⟨x⟩+/∂ (x) = 1).
Relativement a` un mode`le d’endommagement isotrope, une telle de´composition
permet a` la fois de diffe´rencier le comportement en traction et en compression du
mate´riau, et de reproduire l’effet unilate´ral.
Il ne s’agit la` que d’une courte illustration, de multiples de´compositions ont e´te´ explore´es
dans la litte´rature, comme par exemple, la de´composition fonde´e sur les tenseurs propres
de Kelvin. Elle permet une se´paration de la variable d’endommagement selon 6 invariants
du tenseur d’e´lasticite´ [Rychlewski, 1984].
A` noter tout de meˆme qu’une de´composition de la variable d’endommagement revient
a` postuler qu’il existe effectivement diffe´rents types de fissures. D’un point de vue phy-
sique, cette hypothe`se est peu justifie´e, le comportement me´canique d’une fissure n’est
pas diffe´rentiable, par exemple, selon le type de chargement qui en est a` l’origine.
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Choix d’un mode`le d’endommagement isotrope
Les quelques propositions de de´finitions de la variable d’endommagement illustrent qu’il
est possible d’ajuster la quantite´ de variables scalaires, descriptives de la de´gradation du
mate´riau, aux exigences en terme de repre´sentativite´. Une diversification des phe´nome`nes
lie´s a` la fissuration pris en compte passe ne´cessairement par une de´multiplication des
degre´s de liberte´ dans la description de l’endommagement. Seul un choix judicieux de ces
derniers permet d’en limiter le nombre.
Une ame´lioration de la repre´sentativite´ d’une variable d’endommagement se fait ne´cessai-
rement au de´triment de la robustesse d’un mode`le de comportement. La complexite´ est
proportionnelle a` la quantite´ de variables a` faire e´voluer. Compte tenu de l’objectif final
de ces travaux, a` savoir le calcul de structure, la robustesse du mode`le continu propose´
est primordiale.
Par la suite il est donc fait le choix d’un mode`le d’endommagement continu isotrope.
Aucune de´composition de la variable d’endommagement scalaire n’est employe´e. Il est
laisse´ au potentiel de dissipation et a` la loi d’e´volution de la variable d’endommagement
le soin de tenir compte notamment de la dissyme´trie du comportement en traction et en
compression. En ce qui concerne l’effet unilate´ral, il n’est pas ge´re´ par le mode`le associe´
a` la de´gradation du mate´riau. Comme les autres phe´nome`nes observe´s sous chargement
cyclique, il sera reproduit par un mode`le continu de´die´ a` la fermeture des fissures, dont
la variable d’endommagement est un parame`tre d’entre´e.
Le potentiel thermodynamique retenu s’e´crit donc sous la forme la plus simple :
Ψm = 1
2
(1 −D) ǫm ∶C ∶ ǫm +Ψm,D(z) (4.44)
Les choix des potentiels de dissipation ϕm et de la partie du potentiel thermodynamique
Ψm,D associe´s au phe´nome`ne d’endommagement sont laisse´s en suspens. Ces deux points
sont garde´s comme degre´s de liberte´ pour la proposition de mode`le a` venir (voir chapitre
5). Une e´tude comparative de diffe´rentes combinaisons de potentiels de dissipation et de
fonctions de consolidation sera mene´e afin d’en montrer les limites.
3.3.2 E´volution de l’endommagement
Compte tenu du caracte`re purement irre´versible de la fissuration, la variable d’endom-
magement est une fonction strictement croissante. Conventionnellement, la variable d’en-
dommagement passe d’une valeur nulle dans le cas d’un mate´riau sain, a` une valeur e´gale
a` 1 dans le cas d’un mate´riau ayant atteint la ruine.
L’e´volution de la variable d’endommagement est de´finie par une fonction crite`re, qui
n’est autre que le potentiel de dissipation dans le formalisme des MSG, et une fonction
de consolidation. La fonction crite`re de´finit les conditions de sollicitation du VER selon
lesquelles la variable d’endommagement peut croˆıtre. La fonction de consolidation permet
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de faire e´voluer la forme de la fonction crite`re afin de garantir la stricte croissance de la
variable d’endommagement. A` noter que la fonction crite`re peut eˆtre dissocie´e du potentiel
de dissipation, mais l’e´volution des variables internes n’est plus conside´re´e “associe´e”, alors
le respect de l’ine´galite´ de Clausius-Duhem n’est plus garanti.
L’e´criture de l’e´volution de la variable d’endommagement est maintenant explicite´e en
utilisant les principes impose´es par le formalisme des MSG.
Soit le potentiel thermodynamique, dans une forme ge´ne´rale, Ψm :
Ψm (ǫm,D, z) = Ψm,e (ǫm,D) +Ψm,D (z) (4.45)
avec Ψm,e la partie e´lastique du potentiel thermodynamique, ǫm le tenseur des de´formations
totales, D la variable interne d’endommagement, z la variable interne d’e´crouissage, et
Ψm,D la partie du potentiel thermodynamique associe´e a` l’e´crouissage appele´e fonction de
consolidation.
En exploitant l’ine´galite´ de Clausius-Duhem (4.25), les lois d’e´tat sont :
σm = ∂Ψm
∂ǫm
= ∂Ψm,e
∂ǫm
Y = −∂Ψm
∂D
= −∂Ψm,e
∂D
Z = −∂Ψm
∂z
= dΨm,D (z)
dz
(4.46)
avec Y le taux de restitution d’e´nergie et Z, respectivement les variables associe´es de
l’endommagement et de l’e´crouissage.
Le potentiel de dissipation ϕm, qui doit eˆtre choisi comme une fonction convexe des
variables internes associe´es, est aussi laisse´ dans une forme ge´ne´rale, soit :
ϕm = ϕm,D (Y ) −Z (4.47)
avec ϕm,D la partie du potentiel de dissipation associe´e a` l’endommagement.
Bien souvent le potentiel de dissipation n’est qu’une fonction line´aire de l’e´crouissage. Ici,
ce choix est effectue´ pour simplifier les calculs suivants.
Et d’apre`s la seconde de condition de Kuhn-Tucker (4.35) :
ϕm (Y,Z) ≤ 0 (4.48)
D’apre`s le principe de Hill :⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
D˙ = λ˙∂ϕm
∂Y
z˙ = λ˙∂ϕm
∂Z
= −λ˙
⇒ D˙ = −z˙ (∂ϕm
∂Y
) ⇒ D = −(∂ϕm
∂Y
) z (4.49)
La dernie`re implication est possible puisque initialement l’endommagement et l’e´crouissage
sont e´gaux et nuls.
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Or d’apre`s la condition de consistance (4.36) :
ϕ˙m = 0 ⇔ ∂ϕm
∂Y
Y˙ + ∂ϕm
∂Z
Z˙ = 0
⇔ Y˙ = (∂ϕm
∂Y
)−1 Z˙ (4.50)
Enfin, en inte´grant :
∫
Y
Y0
du = ∫ Z
Z0
(∂ϕm
∂Y
)−1 dv ⇔ Y − Y0 = ∫ z
0
(∂ϕm
∂Y
)−1 dv
dw
dw
⇔ Y − Y0 = (∂ϕm
∂Y
)−1∫ z
0
d2Ψm,D
dz2
dz
⇒ Y − Y0 = (∂ϕm
∂Y
)−1 (dΨm,D
dz
(z) −
✟
✟
✟
✟
✟✟dΨm,D
dz
(0))
⇒ z = (∂ϕm
∂Y
)(dΨm,D
dz
)−1 (Y − Y0)
⇒D = −(∂ϕm
∂Y
)2 (dΨm,D
dz
)−1 (Y − Y0) (4.51)
le terme dΨ
m,D
dz (0) disparaˆıt car Z est initialement nul.
L’e´volution de la variable d’endommagement est donc clairement de´termine´e par le choix
du potentiel de dissipation ϕm et de Ψm,D.
4 Mode´lisation de la de´gradation de la matrice
Les choix de mode´lisation en terme de de´gradation du mate´riau effectue´s jusqu’a` pre´sent
suivent une volonte´ de proposer un mode`le de comportement continu dont la robustesse
est suffisante pour permettre de mener a` terme des calculs de structures sous charge-
ment cyclique. Ainsi un mode`le d’endommagement isotrope e´tabli dans le formalisme des
Mate´riaux Standards Ge´ne´ralise´s a e´te´ retenu pour de´crire la de´gradation du mate´riau.
La partie associe´e a` la matrice saine Ψm du potentiel thermodynamique Ψ s’e´crit :
Ψm = 1
2
(1 −D) ǫ ∶C ∶ ǫ +Ψm,D(z) (4.52)
Dans la continuite´ de cette de´marche, il est de´cide´ de limiter les degre´s de liberte´ d’e´volution
de l’unique variable scalaire d’endommagement. Il a e´te´ montre´ (4.51) que l’e´volution de
la variable d’endommagement D est de´duite de l’e´criture du potentiel de dissipation ϕm
et de la fonction de consolidation Ψm,D. Ainsi une e´criture unique, quel que soit l’e´tat de
sollicitation dans le mate´riau, de ϕm et Ψm,D est recherche´e.
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A` partir d’une e´volution de D de re´fe´rence, de´rivant des travaux de Mazars [1984], deux
ame´liorations sont propose´s afin d’ame´liorer le comportement sous sollicitations multi-
axiales. L’une affecte ϕm, et donc la surface e´lastique du mate´riau ; l’autre affecte Ψm,D
et donc le comportement adoucissant.
4.1 Mode`le initial
Le crite`re de Mazars [1984] est ici reformule´ dans un cadre thermodynamique, ce qui
donne lieu a` l’e´criture d’un potentiel de dissipation non-associe´ ϕm en fonction d’un taux
de restitution d’e´nergie Y¯ et de la variable interne associe´ de l’e´crouissage Z :
ϕm = Y¯ − (Y0 +Z) (4.53)
Le taux Y¯ est e´crit en fonction de la de´formation e´quivalente ǫeq :
Y¯ = 1
2
Eǫ0ǫ
eq (4.54)
avec la limite de de´formation e´lastique ǫ0, la de´formation e´quivalente de Mazars [1984]
ǫeq =√⟨ǫ⟩+ ∶ ⟨ǫ⟩+, et le parame`tre seuil Y0, e´crit de la meˆme manie`re : Y0 = 12Eǫ20.
La fonction de consolidation Ψm,D est choisie selon la forme propose´e par Feenstra et
De Borst [1996] :
dΨm,D
dz
(z) = − 1
B0
ln [Y0
Y¯
(1 + z)] (4.55)
Un tel choix permet d’e´crire explicitement et simplement la relation entre l’e´nergie de
fissuration GF,0, une longueur caracte´ristique de l’e´le´ment fini hc et le parame`tre B0.
Dans le cadre d’une re´gularisation en e´nergie de fissuration, la fonction de consolidation
de Feenstra et De Borst [1996] autorise une souplesse plus importante que celle propose´e
par Mazars [1984], en terme de dimension hc admissible d’e´le´ment fini.
A` partir de l’e´quation (4.51), en utilisant le potentiel non-associe´ et en remplac¸ant Y par
Y¯ , l’e´volution de D s’e´crit :
D = 1 − Y0
Y¯
exp [−B0 (Y¯ − Y0)] (4.56)
Pour la suite le mode`le initial sera note´e “formulation ∅”.
4.2 Ame´liorations
Le mode`le initial reproduit de´ja` convenablement le comportement en traction. Les deux
ame´liorations sont e´labore´es de manie`re a` n’avoir aucune incidence sur cette partie du com-
portement, celle-ci fera office d’e´talonnage lors du comparatif effectue´ ensuite (voir 4.4).
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Chaque ame´lioration introduit un parame`tre supple´mentaire k0 permettant d’influencer
le comportement sous sollicitation multi-axiale, du cisaillement a` la compression.
4.2.1 Potentiel de dissipation
De multiples formulations de ϕm permettent de conside´rer les effets d’un chargement
multi-axial [Drucker et Prager, 1952; De Vree et al., 1995; Franc¸ois, 2008]. Nombre d’entre
elles peuvent eˆtre assimile´es a` une actualisation de Y¯ , comme le propose Ragueneau et al.
[2008]. La de´pendance de ϕm a` Y¯ restant inchange´e, l’e´quation (4.56) est donc toujours
valable.
Une reformulation de ϕm n’a de conse´quences attendues que sur la forme de la surface de
chargement a` la rupture. Ne´anmoins, l’e´volution de Y¯ est affecte´e et donc par la meˆme
occasion D (4.56). Dans le cas du potentiel de dissipation propose´ par Franc¸ois [2008],Y¯
est formule´e selon l’e´quation (4.57) ce qui permet d’obtenir une surface de chargement
a` la rupture hautement fide`le a` l’expe´rience quel que soit le chargement multi-axial ap-
plique´. Ne´anmoins, il devient ne´cessaire de modifier Ψm,D pour compenser l’e´volution
exponentielle de Y¯ dans l’estimation de D, et e´viter une rupture trop fragile.
Y¯ = 1
2
ǫ0σ
eq = 1
2
ǫ0
⎛⎝[J2 (C ∶ ǫ)]1/2 + k0
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩[exp(
C ∶ ǫ
k0
) ∶ exp(C ∶ ǫ
k0
)]1/2 − 31/2⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭⎞⎠ (4.57)
Ici, un potentiel de dissipation dont la formule est une fonction line´aire du tenseur des
de´formations est retenue (4.58) [Ragueneau et al., 2008]. Une de´pendance au niveau
contraction volumique du mate´riau est introduite par rapport au potentiel de dissipa-
tion initial. Cette de´pendance est controˆle´e par le parame`tre k0.
Y¯ = 1
2
Eǫ0ǫ
eq = 1
2
ǫ0 (√⟨ǫ⟩+ ∶ ⟨ǫ⟩+ + k0
K
⟨I1 (C ∶ ǫ)⟩−) (4.58)
avec K le module de compressibilite´.
Contrairement a` la proposition de Ragueneau et al. [2008], un passage par le tenseur de
contraintes (C ∶ ǫ) est effectue´. Ainsi, en traction ⟨I1 (C ∶ ǫ)⟩− = 0. Ceci s’ave`re utile dans
l’objectif d’une comparaison des formulations ame´liore´es sur la base d’un comportement
en traction uni-axiale identique.
Pour la suite la formulation dont le potentiel de dissipation a e´te´ ame´liore´ sera note´e
“formulation ϕm”.
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4.2.2 Fonction de consolidation
La formulation de Ψm,D est adapte´e en conside´rant que la propagation de la fissuration
dans un volume de mate´riau est ralentie lorsque ce-dernier est confine´ :
dΨm,D
dz
(z) = − κ
B0
ln [Y0
Y¯
(1 + z)] (4.59)
avec la variable κ charge´e de retranscrire le niveau de confinement :
κ = 1 + k0 ⎛⎝⟨σm⟩− ∶ ⟨σm⟩−(σm) ∶ (σm) ⎞⎠
1/2
= 1 + k0 ⎛⎝⟨C ∶ ǫ⟩− ∶ ⟨C ∶ ǫ⟩−(C ∶ ǫ) ∶ (C ∶ ǫ) ⎞⎠
1/2
(4.60)
Ainsi, pour cette formulation, le parame`tre k0 mesure l’influence du niveau de confinement.
Une e´criture de κ en fonction du tenseur des contraintes σm est pre´fe´rable pour les meˆmes
raisons que pre´ce´demment. L’e´volution de l’endommagement s’e´crit finalement :
D = 1 − Y0
Y¯
exp [−B0
κ
(Y¯ − Y0)] (4.61)
Pour la suite la formulation dont la fonction de consolidation est ame´liore´e sera note´e
“formulation Ψm,D”.
4.3 E´nergie de fissuration et me´thodes de re´gularisation
Le comportement en traction uni-axiale des trois formulations est identique. En effet,
dans le cas de la formulation Ψm,D, κ vaut 1 pour un chargement de traction ; dans le cas
de la formulation ϕm, la de´rive´e partielle du potentiel de dissipation par rapport a` Y¯ est
inchange´e. La loi d’e´volution de la variable d’endommagement est donc identique pour
chaque formulation.
En l’absence d’autre me´canismes dissipatifs, l’aire sous la courbe contrainte-de´formation,
jusqu’a` la rupture (ǫ = +∞) repre´sente l’e´nergie volumique dissipe´e par fissuration gF,0.
L’expression de la loi d’e´volution de D permet de la calculer analytiquement en fonction
des parame`tres ǫ0 et B0 :
gF,0 = ∫ +∞
ǫ=0 σmdǫ
= ∫ +∞
ǫ=0 (1 −D)Eǫdǫ
= 1
2
Eǫ20 +∫ +∞
ǫ=ǫ0 E(1 −D)ǫdǫ
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= 1
2
Eǫ20 +∫ +∞
ǫ=ǫ0 Eǫ
Y0
Y¯
exp [−B0 (Y¯ − Y0)]dǫ
= 1
2
Eǫ20 +∫ +∞
ǫ=ǫ0 Eǫ0exp [−B0Eǫ02 (ǫ − ǫ0)]dǫ
= 1
2
Eǫ20 + [− 2B0 exp [−B0Eǫ02 (ǫ − ǫ0)]]+✚∞ǫ=ǫ0
= 1
2
Eǫ20 + 2B0
(4.62)
En admettant les parame`tres mate´riaux fige´s, l’e´nergie volumique dissipe´e par fissuration
jusqu’a` la rupture gF,0, e´crite de cette manie`re, est donc une constante. L’e´nergie dissipe´e
par fissuration est donc proportionnelle au volume de´grade´. Elle s’e´crit :
GF,0 = hc × gF,0
= hc (E
2
ǫ20 + 2B0) (4.63)
avec hc la dimension du volume de´grade´ dans la direction normale au plan de fissura-
tion.
Or d’apre`s la the´orie de la me´canique de la rupture, l’e´nergie dissipe´e par fissuration dans
un volume de´pend plutoˆt de la surface de fissures ouvertes. L’e´nergie surfacique dissipe´e
par fissuration GF,0 doit donc eˆtre constante. En pratique, lors d’une simulation continue,
le volume de´grade´ correspond a` celui d’un e´le´ment fini, ou plus pre´cise´ment une bande
d’e´le´ments finis situe´e le long de la fissure, d’un unique e´le´ment fini dans l’e´paisseur duquel
se localise l’endommagement. L’e´nergie dissipe´e par fissuration de´pend donc de la finesse
du maillage par lequel le milieu est discre´tise´.
Dans la mesure ou` le maillage est homoge`ne, gF,0 peut eˆtre ajuste´e au pre´alable d’une
simulation en fonction de hc, de manie`re a` retrouver l’e´nergie de fissuration GF,0 me-
sure´e expe´rimentalement ou par le biais de simulations discre`tes (fig. 2.1). La limite de
de´formation e´lastique ǫ0 posse`de un sens physique bien de´termine´ et inde´pendant de hc,
elle n’est donc pas modifie´e, mais ce n’est pas le cas de B0. Le parame`tre B0 est donc
ajuste´ en fonction de hc :
B0 = 2hc
GF,0 − Eǫ20hc2
(4.64)
En revanche lorsque la finesse de maillage est fortement he´te´roge`ne, deux solutions existent
afin de palier ce proble`me de de´pendance au maillage :
— Les me´thodes dites de “re´gularisation” en e´nergie de fissuration [Hillerborg et al.,
1976], consistent simplement en une modification de l’e´nergie volumique dissipe´e
spe´cifique pour chaque e´le´ment fini. Les me´thodes de re´gularisation n’ajoutent au-
cun couˆt de calculs supple´mentaires, puisqu’elles consistent simplement en une
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modification des proprie´te´s mate´rielles de chaque e´le´ment fini. De plus le facie`s de
fissuration est pre´serve´, dans la mesure ou` la re´ponse me´canique de chaque e´le´ment
fini reste adoucissante. Cependant, les me´thodes de re´gularisation ne´cessitent, dans
un premier temps de pouvoir calculer analytiquement l’expression de l’e´nergie vo-
lumique dissipe´e par le mode`le, et dans un second temps de pouvoir exprimer un
parame`tre du mode`le en fonction de cette dernie`re. Ces conditions ne sont pas
syste´matiquement ve´rifie´es, et limitent les choix des expressions de la fonction de
consolidation et du potentiel de dissipation.
— Les me´thodes dites “non-locales” [Pijaudier-Cabot et Bazˇant, 1987], qui comme
leur nom l’indique, consistent a` de´localiser l’endommagement, ou plutoˆt limiter la
localisation. L’endommagement n’e´volue donc plus dans une bande de l’e´paisseur
d’un unique e´le´ment fini, mais dans une bande dont l’e´paisseur est de´termine´e par
un parame`tre supple´mentaire, appele´ “longueur de corre´lation”. Les me´thodes non-
locales sont simples d’utilisation, elles pre´sentent l’avantage d’eˆtre syste´matiques,
et ne´cessitent uniquement de de´finir la valeur de la longueur de corre´lation. Il
n’est pas ne´cessaire de pouvoir e´crire l’e´nergie de fissuration en fonction des pa-
rame`tres du mode`le, donc de pouvoir calculer analytiquement l’e´nergie de fissura-
tion. Ne´anmoins, afin de re´partir l’endommagement sur plusieurs e´le´ments finis, il
est ne´cessaire d’effectuer des ite´rations supple´mentaires entre l’e´quilibre global, et
la re´solution des e´quations du mode`le de comportement local. Les me´thodes non-
locales sont donc couˆteuses nume´riquement, puisqu’elles de´multiplient le nombre
de re´solutions de l’e´quilibre global a` chaque incre´ment de chargement. Par ailleurs,
puisque l’endommagement est re´parti sur une bande de plusieurs e´le´ments finis
d’e´paisseur, la fide´lite´ du facie`s d’endommagement est re´duite en comparaison aux
me´thodes de re´gularisation.
Les deux me´thodes sont compatibles avec les formulations propose´es, et pourront eˆtre
utilise´es si ne´cessaire lors de calculs de structures effectue´s avec Cast3M.
4.4 E´tude comparative des formulations
L’influence du parame`tre k0 sur le comportement bi-axial de chacune des formulations est
maintenant e´tudie´e. Cette e´tude est mene´e pour autres parame`tres restant constants.
La comparaison des formulations est effectue´e sur les re´ponses en cisaillement et en com-
pression pure, ainsi que sur la surface de chargement a` la rupture. Une analyse de sensi-
bilite´ de chacun de ces re´sultats au parame`tre k0 est effectue´e pour les deux formulations
ame´liore´es.
Pour chaque essai, le re´sultat obtenu par la formulation ∅ n’est pas pre´sente´, mais il est
identique aux re´sultats obtenus avec les deux autres formulations pour k0 = 0.
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(a) essai de compression pure (b) essai de cisaillement simple
Figure 4.11: Dispositif des essais de comparaison entre les mode`les discret et continu.
4.4.1 Essai de compression pure
Un essai de compression pure (fig. 4.11a), donc en absence totale de friction au niveau
des supports, est simule´ avec le mode`le discret selon le protocole pre´sente´ pre´ce´demment
(voir chapitre 3), en utilisant un coefficient correction de rigidite´ kp nul. A` noter que la
re´ponse obtenue par simulation discre`te est relativement fragile en l’absence totale de
friction entre l’e´prouvette et les supports de chargement.
Le comportement initial du mode`le continu en compression, celui obtenu avec la formula-
tion ∅, posse`de une ductilite´ correcte en comparaison au re´sultat de re´fe´rence, cependant
la contrainte au pic de re´sistance est largement sous-estime´e, celle-ci se situe aux envi-
rons de 10 MPa. La de´gradation en compression n’est pas diffe´rencie´e de la de´gradation
en traction, si ce n’est que les extensions qui l’engendrent sont induites par effet Pois-
son.
La formulation ϕm permet de retarder l’apparition du pic de re´sistance en compression,
sans affecter le comportement adoucissant post-pic, ainsi la fragilite´ de la re´ponse en
compression est identique a` celle de la re´ponse en traction.
La formulation Ψm,D ne modifie pas la limite e´lastique du mate´riau en compression, ainsi la
non-line´arite´ du comportement apparaˆıt de`s 10 MPa comme pour la formulation ∅. Mais
la modification de la fonction d’e´coulement permet d’atteindre le pic de re´sistance pour
des niveaux de de´formation bien plus e´leve´s, l’e´volution de la variable d’endommagement
est suffisamment lente pour que le comportement ine´lastique ne soit pas imme´diatement
adoucissant. En revanche, pour atteindre un niveau de re´sistance au pic similaire a` la
re´fe´rence, le comportement post-pic devient excessivement ductile. La ductilite´ est plutoˆt
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similaire a` celle obtenue pour un essai de compression avec une friction non-nulle entre
les supports de chargement et l’e´prouvette.
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Figure 4.12: Analyse de sensibilite´ des re´ponses en compression pure a` k0.
4.4.2 Essai de cisaillement simple
Dans l’ide´al un essai de cisaillement pur aurait e´te´ utilise´, cependant il est difficile de
garantir un e´tat macroscopique de cisaillement pur avec un mode`le me´soscopique, une
fois le pic de chargement et l’initiation de la fissuration atteints. Un essai de cisaillement
simple (fig. 4.11b), facilitant l’e´tude de la re´ponse du VER, est finalement retenu.
La formulation ∅ atteint un pic de re´sistance en cisaillement simple a` 0.25 MN, une valeur
presque deux fois infe´rieure au pic de re´sistance obtenu avec la simulation de re´fe´rence
discre`te. Relativement, le comportement post-pic semble plus fragile. Il est inte´ressant
de noter, toutefois, que le pic de re´sistance est proche de la premie`re perte de line´arite´
observe´e sur le re´sultat de re´fe´rence. Cette perte de line´arite´ est explique´e par l’amorce
de fissures horizontales dans les coins supe´rieur droit et infe´rieur gauche de l’e´prouvette,
au de´but de l’essai, avant l’apparition de la fissuration oblique (fig. 4.11b).
La formulation ϕm permet, tout comme en compression pure, de retarder l’apparition du
pic de re´sistance, sans affecter le comportement adoucissant. Cependant la formulation
ϕm est, cette fois-ci, bien moins sensible a` la variation du parame`tre k0. Afin d’atteindre
un pic de re´sistance similaire a` la re´fe´rence discre`te, il est ne´cessaire d’augmenter signifi-
cativement la valeur de k0.
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La formulation Ψm,D retarde, encore une fois l’apparition du pic de re´sistance, tout en
maintenant la valeur de la limite e´lastique a` sa valeur d’origine. Bien que l’e´volution de
la variable d’endommagement soit ralentie avant le pic de re´sistance, une fois ce dernier
atteint, il ne semble pas que la variation de k0 affecte la ductilite´ de la re´ponse. La vitesse
d’adoucissement semble similaire quelle que soit la valeur de k0. Le de´calage entre la limite
e´lastique et le pic de re´sistance, permis par la modification de la fonction de consolidation,
permet en quelque sorte de reproduire la premie`re de non-line´arite´ induite par l’amorce
de fissures horizontales.
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Figure 4.13: Analyse de sensibilite´ des re´ponses en cisaillement simple a` k0.
4.4.3 Essais bi-axiaux de chargement a` la rupture
La surface de chargement a` la rupture est e´value´e a` partir de chargements bi-axiaux
applique´s en efforts. Les points de chargement a` la rupture correspondent a` l’e´tat de
contrainte applique´ au pic de re´sistance, ce qui se traduit nume´riquement par une diver-
gence des algorithmes de re´solution des mode`les discrets et continus.
Bien que la surface de chargement simule´e par le mode`le discret ait ne´cessite´ une modifica-
tion du crite`re de rupture (voir chapitre 2), pour tenir compte d’un effet tri-dimensionnel
a` l’origine de la rupture en bi-compression, elle conserve une forme proche des surfaces
de chargement a` la rupture obtenues expe´rimentalement. Elle ne sert pas ici de re´fe´rence,
mais plutoˆt d’indicateur.
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Figure 4.14: Analyse de sensibilite´ des surfaces de chargement a` la rupture a` k0.
La surface de chargement obtenue avec la formulation ∅ est, comme attendue, largement
sous-estime´e. Ne´anmoins, elle posse`de une forme correcte, tant que le chargement n’est
pas en bi-compression.
La formulation ϕm permet efficacement d’e´tendre la surface de chargement, en conservant
la dissyme´trie de re´sistance en traction et en compression. Puisque la formulation dont le
potentiel de dissipation a e´te´ ame´liore´ tient compte de la trace de la partie ne´gative du
tenseur des contraintes, les directions de chargement correspondant a` une combinaison de
contraintes principales positives ne sont pas affecte´es.
La formulation Ψm,D influence semblablement la surface de chargement a` la rupture.
Par contre, la formulation Ψm,D permet d’e´tendre plus significativement la surface de
chargement dans les directions associe´es au cisaillement, moins dans celles associe´es a` la
compression, inversement a` la formulation ϕm.
Pour finir sur les surfaces de chargement a` la rupture, aucune formulation n’est capable
de traduire l’influence du caracte`re hydrostatique du chargement en bi-compression sur
le pic de re´sistance, observe´ expe´rimentalement ou sur les simulations discre`tes.
4.4.4 Bilan
Chacune des formulations pre´sente un inte´reˆt diffe´rent selon la direction de chargement
pre´fe´rentielle :
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— La formulation ϕm peut eˆtre exploite´e de deux manie`res diffe´rentes :
• Si la compression est privile´gie´e, alors k0 est choisi dans l’intervalle [0.3; 0.4],
ce qui permet d’obtenir, en plus d’une re´ponse en compression satisfaisante,
une surface de chargement correcte. Par contre la re´sistance en cisaillement est
clairement sous-estime´e.
• Si le cisaillement est privile´gie´, alors k0 est choisi a` une valeur proche de 1.0, la
re´ponse en cisaillement est alors correcte, bien que toujours trop fragile, mais
il n’est plus possible de rompre en compression ou en bi-compression.
— Le meˆme raisonnement peut eˆtre applique´ pour la formulation Ψm,D, mais la nuance
selon le choix de direction pre´fe´rentielle est moins significatif. Au vu des aptitudes
tre`s inte´ressantes en cisaillement de cette formulation, cette direction de charge-
ment est privile´gie´e. Ainsi en choisissant k0 dans l’intervalle [3.0; 6.0], la re´ponse
en cisaillement est tre`s proche de la re´fe´rence discre`te, aussi bien en terme de
pic de re´sistance qu’en terme d’adoucissement ; et la re´ponse en compression pure
est le´ge`rement plus faible que la re´fe´rence, le pic de re´sistance est compris dans
l’intervalle [20; 30] MPa.
Finalement, pour les calculs de structures a` venir, la compression sera privile´gie´e pour
le choix du parame`tre k0 de la formulation ϕm, ainsi deux formulations ame´liore´es du
mode`le initial sont tenues a` disposition, chacune permettant de de´crire convenablement
un comportement spe´cifique. Il sera donc possible sur le calcul de structure en question
de de´terminer quel comportement est pre´dominant en observant la qualite´ de la re´ponse
fournie par chaque formulation.
5 Mode´lisation du caracte`re unilate´ral frottant des
fissures
La description du comportement me´canique des fissures est re´alise´e en deux temps.
D’abord, afin de conside´rer la fermeture progressive des fissures lors de la de´charge
d’une e´prouvette endommage´e et donc l’augmentation progressive de la raideur, une
mode´lisation e´lastique non-line´aire est employe´e. Cette mode´lisation se fonde sur l’ide´e,
confirme´e a` l’aide du mode`le discret, que les valeurs de la de´formation a` laquelle se ferment
les fissures ouvertes suivent une distribution normale. Ensuite seulement, la notion de
me´canisme dissipatif est introduite. Par similarite´ avec le mode`le de frottement de Cou-
lomb, la the´orie de la plasticite´, et plus pre´cise´ment une mode´lisation plastique parfaite
est employe´e pour retranscrire les effets hyste´re´tiques associe´s au glissement frottant initie´
entre les surfaces des fissures.
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5.1 De´finition du comportement me´canique des fissures
Le comportement me´canique des fissures, de´crit par la contrainte σf , est dans un premier
temps conside´re´ comme e´lastique. La contrainte σf est de´finie comme une fonction de la
de´formation associe´e aux fissures de l’e´le´ment de volume e´tudie´ ǫf :
ǫf =D × ǫ (4.65)
Une telle de´finition du tenseur de de´formation associe´ aux fissures est aussi trouve´e dans
les travaux de Matallah et al. [2010], dans lesquels il est d’ailleurs de´nomme´ tenseur
d’ouverture des fissures.
L’e´volution e´lastique de σf en fonction de ǫf est suppose´e de la forme suivante :
σ˙f = ϑC ∶ ǫ˙f (4.66)
En d’autres termes, le module tangent de l’e´volution de la contrainte transmise par les
fissures est proportionnel au module d’e´lasticite´ sain C et a` une fonction scalaire ϑ.
La fonction ϑ retranscrit la proportion de raideur saine re´cupe´re´e, soit la proportion de
fissures dans le VER qui se sont ferme´es. ϑ e´volue ainsi entre les valeurs 0, lorsque toutes
les fissures sont ouvertes, et 1, lorsque toutes les fissures sont ferme´es. La fonction ϑ est
conside´re´e comme de´pendante de ǫf , soit : ϑ = ϑ (ǫf).
Le comportement me´canique des fissures σf = f (ǫf) suit donc un comportement e´lastique
non-line´aire.
La partie e´lastique du potentiel thermodynamique associe´ aux fissures est donc de la
forme :
Ψf,e = ∫ (∫ ϑ (ǫf)C ∶ dǫf)dǫf (4.67)
en admettant que ϑ (ǫf) soit de classe C0, alors le potentiel Ψf,e ve´rifie les conditions
d’admissibilite´ thermodynamique.
Le cadre de mode´lisation des phe´nome`nes associe´s au caracte`re unilate´ral frottant de
la fissuration est ainsi e´tabli, le mode`le discret est a` pre´sent exploite´ pour de´finir une
expression analytique de la fonction ϑ.
5.2 Caracte´risation de la fonction de fermeture
Comme explique´ auparavant, la fonction ϑ traduit la proportion de fissures referme´es,
autrement dit qui participent a` la transmission des effort dans l’e´le´ment de volume e´tudie´.
L’e´volution de ϑ est caracte´rise´e en observant, a` l’aide du mode`le discret, l’e´volution de
la quantite´ de contacts de´tecte´s lors d’un cycle de charge-de´charge de traction uni-axiale
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(fig. 4.15a). L’e´tude est mene´e pour diffe´rents niveaux d’endommagement, c’est-a`-dire
diffe´rents niveaux de chargement maximal applique´s lors de la phase de charge note´s
ǫ
f
max.
Afin d’observer une quantite´ homoge`ne a` ϑ, le nombre de contacts de´tecte´s est normalise´
par rapport au nombre de fissures induites par le chargement. La proportion de fissures
ferme´es est ainsi trace´e en fonction de la de´formation lie´e aux fissures axiale applique´e
ǫf .
−4 −2 0 2 4
0
0.2
0.4
0.6
0.8
1
De´formation lie´e aux fissures (×10−4)
P
ro
p
or
ti
on
d
e
fi
ss
u
re
s
fe
rm
e´e
s ǫ
f
max = 1.0 × 10−4
ǫ
f
max = 1.5 × 10−4
ǫ
f
max = 2.0 × 10−4
ǫ
f
max = 3.0 × 10−4
ǫ
f
max = 4.0 × 10−4
(a) simulation discre`tes
−4 −2 0 2 4
0
0.2
0.4
0.6
0.8
1
De´formation lie´e aux fissures (×10−4)
ϑ
ǫ
f
max = 1.0 × 10−4
ǫ
f
max = 1.5 × 10−4
ǫ
f
max = 2.0 × 10−4
ǫ
f
max = 3.0 × 10−4
ǫ
f
max = 4.0 × 10−4
(b) fonction de fermeture ϑ avec λ0 = 6.5
Figure 4.15: Influence de ǫfmax sur l’e´volution de la proportion de fissures referme´es lors
d’une de´charge.
Quel que soit ǫfmax, l’e´volution de la proportion de fissures ferme´es tend vers une sigmo¨ıde,
centre´e en ǫf = 0. Autrement dit, la quantite´ de fissures nouvellement ferme´es suit une
distribution gaussienne centre´e en 0. Les notions probabilistes introduites par le mode`le de
Preisach-Mayergoyz (voir 2.2.3) sont aussi mises en e´vidence par les simulations discre`tes.
ϑ (ǫf) est ainsi de´finie comme une sigmo¨ıde centre´e :
ϑ = 1 − 1
1 + exp [−f (ǫf)] (4.68)
Le niveau de chargement maximal applique´ semble avoir une certaine influence sur l’e´volution
de la proportion de fissures ferme´es. L’e´volution est d’autant plus rapide que ǫfmax est
faible. Cette de´pendance semble toutefois saturer pour des valeurs e´leve´es de ǫfmax. D’ou` :
ϑ = 1 − 1
1 + exp [−f (ǫf , ǫf
max
)] (4.69)
avec ǫf
max
= ǫf,tm , et le pseudo-temps tm tel que I1 (ǫf,tm) =max∀t [I1 (ǫf,t)].
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Afin de conserver le caracte`re scalaire de ϑ dans un formalisme tri-dimensionnel, la fonc-
tion f s’appuie sur le premier invariant des tenseurs de de´formations, et sur un parame`tre
α0 pour garder un controˆle sur l’inclinaison de la pente a` l’origine de ϑ.
ϑ = 1 − 1
1 + exp [−α0 I1(ǫf)
I1(ǫf
max
)] (4.70)
Avec une telle formulation et un parame`tre α0 = 6.5, l’influence de ǫfmax sur l’e´volution
de ϑ (fig. 4.15b) est semblable a` l’influence sur la proportion de fissures ferme´es observe´e
graˆce au mode`le discret (fig. 4.15a).
A` parame`tre α0 identifie´ (voir 2.2.1), la re´ponse comple`te du mode`le incluant le compor-
tement e´lastique non-line´aire associe´ aux fissures sous chargement de traction cyclique
uni-axiale est pre´sente´e en figure 4.16.
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Figure 4.16: Re´ponse du mode`le sans dissipation e´nerge´tique associe´e a` la friction.
Le mode`le continu ainsi formule´ reproduit correctement la reprise de raideur progressive,
parabolique, observe´e expe´rimentalement. Des de´formations re´siduelles sont d’ores et de´ja`
observables en traction, mais sont ensuite compense´es au passage en compression. Lorsque
la de´charge se poursuit en compression, la re´ponse tend vers le comportement sain du
mate´riau (en rouge sur la figure 4.16) sans pre´sence de de´calage des de´formations.
Concernant la robustesse du mode`le, l’expression de ϑ e´tant continue, Ψf est thermo-
dynamiquement admissible et la relation de comportement e´tablie est donc entie`rement
continue.
Le paralle`le entre ce mode`le et les mode`les de Preisach-Mayergoyz ne s’arreˆte pas a`
la conside´ration d’un aspect statistique, ϑ est en fait semblable a` la distribution ρ des
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ope´rateurs relais dans le domaine de Preisach. Plus pre´cise´ment ϑ posse`de la meˆme signi-
fication que ρ le long de la diagonale σo = σc, a` ceci pre`s, que la premie`re est fonction des
de´formations et la seconde des contraintes.
Par ailleurs, aucune loi dissipative n’a encore e´te´ introduite dans la description du com-
portement des fissures, il est donc normal de n’observer aucun effet hyste´re´tique. Le choix
de la loi dissipative a` adopter fait l’objet de ce qui suit.
5.3 Ajout d’un me´canisme dissipatif
L’association des effets hyste´re´tiques a` un glissement frottant des surfaces des fissures
justifie la description de ce phe´nome`ne par la the´orie de la plasticite´. Une ge´ne´ralisation
tri-dimensionnelle du mode`le de frottement parfait de Coulomb est employe´e.
5.3.1 Formulation
Potentiel thermodynamique et lois d’e´tat
De manie`re ge´ne´rale en the´orie de la plasticite´, le potentiel thermodynamique Ψf s’e´crit
comme une partie e´lastique Ψf,e comple´te´e d’une partie plastique Ψf,p, afin de tenir compte
du glissement par l’introduction de deux variables internes, la de´formation plastique dans
les fissures ǫf,p telle que ǫf = ǫf,e + ǫf,p, et un e´crouissage cine´matique αf :
Ψf = Ψf,e (ǫf − ǫf,p) +Ψf,p (α)
= ∫ (∫ ϑ (ǫf − ǫf,p)C ∶ d (ǫf − ǫf,p))d (ǫf − ǫf,p) + 12γ0αf ∶ αf (4.71)
avec γ0 le module d’e´crouissage cine´matique.
Or ǫf,p est inde´pendant de ǫf . De plus ǫf,p est une de´formation plastique et traduit une
de´formation a` volume constant, son premier invariant est ainsi nul, d’ou` ϑ (ǫf − ǫf,p) =
ϑ (ǫf). De plus, un e´crouissage n’est pas conside´re´ ici ne´cessaire pour traduire un frotte-
ment parfait, donc γ0 est conside´re´ nul. Alors :
Ψf = ∫ (∫ ϑ (ǫf)C ∶ dǫf)dǫf − 12ϑ (ǫf) ǫf,p ∶C ∶ ǫf,p (4.72)
Soit :
Ψf = Ψf,e (ǫf) − 1
2
ϑ (ǫf) ǫf,p ∶C ∶ ǫf,p (4.73)
D’apre`s l’ine´galite´ de Clausius-Duhem (4.25), les lois d’e´tats s’e´crivent :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
σf = ∂Ψf
∂ǫf
= ∫ ϑC ∶ dǫf − 12 ∂ϑ∂ǫf ǫf,p ∶C ∶ ǫf,p
σf = − ∂Ψf
∂ǫf,p
= ϑC ∶ ǫf,p
(4.74)
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La continuite´ de la relation de comportement, requiert une continuite´ de l’e´volution de
σf , il faut donc s’assurer que ϑ soit C2. E´tant donne´ que ϑ est une fonction sigmo¨ıde, la
continuite´ de la relation de comportement de´coulant de ce potentiel est ve´rifie´e.
Potentiel de dissipation et lois d’e´volution
Concernant le potentiel de dissipation retenu, il prend la forme d’un crite`re de Drucker-
Prager :
ϕf =√J2 (σf) + µ0I1 (σf) (4.75)
avec µ0 un parame`tre assimile´ a` un coefficient de frottement.
Petit aparte´ sur la signification physique du mode`le. Un rapprochement peut eˆtre fait entre
le choix de ce potentiel de dissipation et la justification physique des effets hyste´re´tiques.
Le terme en J2 du crite`re est une fonction du de´viateur du tenseur des contraintes, il
quantifie donc le cisaillement dans les fissures. Lorsque ce terme exce`de le terme en µ0I1,
fonction de la trace du tenseur des contraintes, qui peut donc eˆtre assimile´ a` la pression
normale dans les fissures, le glissement frottant est observe´.
En outre, le terme J2 quantifiant le niveau de cisaillement dans les fissures, est fonction
de ϑ par l’interme´diaire de σf . Le niveau de cisaillement de´pend alors de la proportion de
fissures ouvertes. Lorsque les fissures sont ouvertes le terme en J2 tend a` eˆtre nul. En ce
point le mode`le ici propose´ se distingue notamment du mode`le de Richard et Ragueneau
[2013], pour lequel la contrainte utilise´e dans le potentiel de dissipation de glissement
ne tient pas compte de l’ouverture des fissures (4.18). Le terme quantifiant le niveau de
cisaillement est e´value´ en conside´rant les fissures ferme´es en permanence, soit a` partir
d’un tenseur des contraintes σfr =DC ∶ ((ǫ)D − ǫfr). Le niveau de cisaillement est estime´
a` partir d’un tenseur des contraintes dont le sens physique est limite´, ce qui pourrait eˆtre
une explication a` la forme peu re´aliste des boucles d’hyste´re´sis.
Retour a` pre´sent sur l’e´criture des lois d’e´volutions du mode`le plastique. La condition
de normalite´ des e´coulements des variables d’e´tat par rapport au potentiel de dissipation
fournit les lois d’e´volution en fonction d’un unique multiplicateur de Lagrange λf , lorsque
le glissement est active´ :
ǫ˙f,p = λ˙f ∂ϕf
∂σf
(4.76)
En exploitant les lois d’e´tat (4.74), il advient :
σ˙f = λ˙fϑC ∶ ∂ϕf
∂σf
(4.77)
Le potentiel de dissipation n’est plus formule´ en de´formations, comme cela a pu eˆtre le
cas pour la mode´lisation de la de´gradation, les variations de contraintes et d’e´crouissage
sont donc implicites. La valeur du multiplicateur de Lagrange est toujours obtenue en
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ve´rifiant la condition de consistance (4.36) de´duite des conditions de Kuhn-Tucker (4.35),
mais son obtention requiert une re´solution ite´rative. L’algorithme Return-Mapping [Simo
et Taylor, 1986] est alors employe´.
A` l’ite´ration n il s’e´crit :
∆ϕf,n =
✚
✚ϕf,n −ϕf,n−1 (4.78)
Or :
∆ϕf,n = (∂ϕf
∂σf
)n ∶∆σf,n
= (∂ϕf
∂σf
)n ∶ (∆λf,nϑnC ∶ (∂ϕf
∂σf
)n) (4.79)
Donc :
∆λf,n = −ϕf,n−1
ϑn (∂ϕf
∂σf
)n ∶C ∶ (∂ϕf
∂σf
)n (4.80)
Une fois le multiplicateur de Lagrange e´value´, le tenseur des contraintes associe´ aux fissures
σf peut eˆtre actualise´.
5.3.2 Re´sultat et limites
A` parame`tre µ0 identifie´ (voir 2.2.2), la re´ponse finale du mode`le continu avec prise compte
des phe´nome`nes lie´s a` la fermeture de la fissuration est pre´sente´e en figure 4.17.
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Figure 4.17: Re´ponse du mode`le complet.
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La repre´sentativite´ du mode`le sous chargement cyclique, vis-a`-vis de la re´ponse du mode`le
discret (fig. 3.44) ou des re´ponses expe´rimentales (fig. 1.10), est significativement ame´liore´e.
L’inte´gralite´ des phe´nome`nes recherche´s (effet unilate´ral progressif, effets hyste´re´tiques,
de´formations permanentes) sont correctement reproduits. Une de´pendance au niveau d’en-
dommagement de la taille des boucles d’hyste´re´sis est meˆme observe´e.
Une limite de ces choix de mode´lisation des effets cycliques doit toutefois eˆtre releve´e.
Lorsque l’e´prouvette est de´charge´e puis comprime´e, le glissement frottant des fissures ne
cesse d’eˆtre active´, ce qui explique les de´calages observe´s en fin de chaque de´charge (fig.
4.17). La figure (4.18) illustre plus en de´tails ce proble`me, un chargement de compression
e´leve´ est applique´ a` la suite d’un premier chargement de traction ayant initie´ l’endomma-
gement.
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Figure 4.18: E´volution des variables d’e´tat du mode`le complet lors d’un cycle de charge-
de´charge.
Sur la re´ponse de l’e´prouvette (fig. 4.18a), le trait pointille´ rouge repre´sente la raideur
saine. Contrairement a` la re´ponse obtenue avant l’introduction du glissement (fig. 4.16),
il semble que la raideur tangente ne retrouve plus sa valeur initiale, meˆme a` des niveaux
de compression e´leve´s.
Une explication peut eˆtre trouve´e en regardant l’e´volution de la de´formation plastique
ǫf,p (fig. 4.18b) traduisant le glissement. En de´chargeant puis en comprimant l’e´prouvette
le potentiel de dissipation ϕf est active´, et les de´formations plastiques augmentent. Ce-
pendant il apparaˆıt que leur e´volution ne sature pas, et ce quelle que soit l’amplitude
du chargement de compression applique´. Puisque le glissement ne cesse pas, une partie
de la raideur de l’e´prouvette n’est jamais re´cupe´re´e ; plus pre´cise´ment, puisque ǫf,p est
de´viatorique et que l’e´crouissage est nul, l’inte´gralite´ de la raideur en cisaillement associe´e
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au module de cisaillement e´lastique G n’est pas re´cupe´re´e. A` noter qu’en recharge, le
glissement est de´sactive´ et donc la raideur tangente est bien e´gale a` la raideur saine.
Cette observation est une contre-partie de la simplicite´ du mode`le e´tabli. Lorsque en
de´charge, les fissures se ferment, un glissement frottant est effectivement ge´ne´re´, ce qui
est en accord avec le choix d’un comportement plastique parfait. Ne´anmoins, lorsque les
fissures sont comple`tement ferme´es, l’emboˆıtement des aspe´rite´s empeˆche tout glissement
(fig 4.19), bien que le niveau de cisaillement local puisse eˆtre e´leve´. Un mode`le de plasticite´
cine´matique parfait ne suffit pas pour repre´senter ce me´canisme. En effet, dans le potentiel
ϕf les termes en J2 et en I1 e´voluent proportionnellement, donc il n’est pas possible que
le terme en I1 reprenne le dessus, et que le glissement soit de´sactive´.
 
Zone de friction
Figure 4.19: Fissure a` deux instants de la fermeture.
Aucune piste d’ame´lioration du mode`le de plasticite´ n’a pour l’instant e´te´ trouve´e, ce-
pendant de manie`re presque empirique une e´volution non-line´aire du terme en I1 pourrait
eˆtre conside´re´e afin de permettre la saturation du glissement.
5.4 Comportement cyclique sous chargement multi-axial
Le comportement multi-axial, re´sultant du couplage des mode´lisations de la de´gradation
(voir 4) et des effets cycliques, est maintenant analyse´. La mode´lisation des effets cycliques
n’a pas e´te´ e´tablie en prenant en conside´ration ce type de chargement, il est donc ne´cessaire
de ve´rifier, que le couplage ne de´te´riore pas significativement le comportement multi-
axial.
L’e´tude est mene´e en conside´rant les parame`tres du mode`le d’endommagement identifie´s
sans tenir compte des effets cycliques (2.1). Ainsi, les re´ponses sous diffe´rents chargements
e´tant e´tudie´es a` parame`tres identiques, seule l’introduction de la mode´lisation des effets
cycliques peut eˆtre tenue pour responsable des diffe´rences observe´es.
Les re´ponses cycliques en compression pure et en cisaillement simple, ainsi que la surface
de chargement a` la rupture sont analyse´es (fig. 4.20).
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Figure 4.20: Influence de l’ajout de la conside´ration des effets cycliques sur les compor-
tements a` la rupture.
L’influence de l’introduction des effets cyclique dans le mode`le de d’endommagement n’est
pas identique dans chaque direction de chargement :
— En compression pure, le comportement a` la rupture est fortement alte´re´. Le pic
de re´sistance est sensiblement augmente´, et en particulier pour les formulations∅ et Ψm,D. La re´ponse est aussi plus fragile. En compression la trace du tenseur
des de´formations, et donc la trace du tenseur des de´formations dans les fissures
est ne´gative, ϑ est donc non-nulle, et contre-balance l’effet de l’endommagement.
Il est inte´ressant de noter qu’en conside´rant l’effet de la fermeture des fissures, la
formulation ∅ atteint un pic de re´sistance en compression pure convenable, sans,
finalement, modifier la mode´lisation de la de´gradation a` proprement parler. Par
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ailleurs, sous chargement alterne´, dans la mesure ou` le comportement n’est pas
rendu trop fragile, des effets hyste´re´tiques ainsi que des de´formations re´siduelles
peuvent eˆtre observe´es. Les de´formations re´siduelles sont de l’ordre de celles qu’in-
duiraient un mode`le plastique, or ici le seul comportement plastique introduit est
celui associe´ au glissement.
— En cisaillement simple, il n’y a tout bonnement aucune influence, ni sur le compor-
tement a` la rupture, ni sur le comportement cyclique. Aucune reprise de raideur
n’est a` noter lors de l’alternance du chargement.
— Sur la surface de chargement a` la rupture, l’unique conse´quence est l’impossibilite´
d’atteindre un pic de re´sistance lors d’un chargement de bi-compression. Bien que la
variable d’endommagement soit proche de 1, aucune perte de rigidite´ n’est observe´e,
puisque imme´diatement compense´e par la fermeture des fissures, qui se traduit par
la fonction ϑ, elle aussi proche de 1.
De`s lors que la mode´lisation des effets cycliques est introduite dans le mode`le d’endomma-
gement, un e´tat de contraction (I1 (ǫf,tm) < 0) retarde la rupture, et plus fortement un e´tat
de bi-compression, l’empeˆche. Comme il l’a e´te´ mentionne´ lors de l’analyse de sensibilite´
du parame`tre k0 (voir 4.4), pour l’identification de la formulation Ψm,D, le comportement
en cisaillement est privile´gie´, ainsi aucun changement de l’identification du parame`tre k0
n’est a` attendre avec l’introduction des effets cycliques. En revanche, pour l’identification
de la formulation ϕm, le comportement en compression est privile´gie´ pour l’identification
de k0, la valeur du parame`tre doit donc eˆtre adapte´e, dans la mesure ou` les effets cycliques
sont conside´re´s.
6 Algorithme d’inte´gration du mode`le continu
Le mode`le continu ainsi e´tabli, incluant la mode´lisation du comportement de la matrice,
laissant libre le choix de la formulation du mode`le d’endommagement, et la mode´lisation
du comportement des fissures est re´capitule´ en figure 4.21. Ce sche´ma de´crit l’algorithme
permettant de re´soudre la relation de comportement non-line´aire entre l’e´tat de contrainte
dans le VER et l’e´tat de de´formations. L’inte´gration de l’endommagement et de la reprise
de rigidite´ est explicite, et l’inte´gration de la plasticite´ est implicite.
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Matrice
Fissures
Actualisation de l’endommagement
Actualisation de ǫf
max
Actualisation de la plasticite´
De´but du pas de temps t, la de´formation
ǫt = ǫt−1 + ∆ǫt est acutalise´e.
Les variables internes connues sont : Dt−1, Zt−1, σf,t−1 et Xf,t−1
Y¯ t = 12Eǫ0
√⟨ǫt⟩+ ∶ ⟨ǫt⟩+ Ψm,DY¯ t = 12Eǫ0√⟨ǫt⟩+ ∶ ⟨ǫt⟩+ ∅ Y¯ t = √⟨ǫt⟩+ ∶ ⟨ǫt⟩+ + k0K ⟨I1 (C ∶ ǫt)⟩− ϕm
ϕm,t = Y¯ t − (Y0 +Zt−1) ≥ 0 ?
Dt = 1 − Y0
Y¯ t
exp [ B0
κt(ǫt) (Y¯ t − Y0)] Ψm,DDt = 1 − Y0Y¯ t exp [B0 (Y¯ t − Y0)] ∅ Dt = 1 − Y0Y¯ t exp [B0 (Y¯ t − Y0)] ϕm
{ σm,t = (1 −Dt)C ∶ ǫt
Zt = Y¯ t − Y0
ǫf,t = Dtǫt
∆ǫf,t = ǫf,t − ǫf,t−1 = Dtǫt − Dt−1ǫt−1
I1 (ǫf,t) ≥ I1 (ǫf
max
)
ǫf
max
= ǫf,t
ϑt = 1 − 1
1 + exp [−λ0 I1(ǫf,t)
I1(ǫf
max
)]
{ σf,t,0 = σf,t−1 + ϑtC ∶ ∆ǫf,t
Xf,t,0 =Xf,t−1
ϕf,t,n =
√
J2 (σf,t,n −Xf,t,n) + µ0I1 (σf,t,n) ≥ 0 & I1 (σf,t,n) ≤ 0
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
(∂ϕf
∂σf
)t,n = − σf,t,n−Xf,t,n√
J2(σf,t,n−Xf,t,n) +
µ0
3
I
d
( ∂ϕf
∂Xf
)t,n = σf,t,n−Xf,t,n√
J2(σf,t,n−Xf,t,n)
∆λf,t,n =−ϕf,t,n−1
ϑt,n(∂ϕf
∂σf
)t,n∶C∶(∂ϕf
∂σf
)t,n+γ0( ∂ϕf
∂Xf
)t,n∶( ∂ϕf
∂Xf
)t,n
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
σf,t,n+1 = σf,t,n +∆λf,t,nC ∶ (∂ϕf
∂σf
)t,n
Xf,t,n+1 = Xf,t,n +∆λf,t,nγ0 ( ∂ϕf∂Xf )t,n
σt = σm,t + σf,t,n
oui
non
oui
non
oui
non
n = n + 1
Figure 4.21: Diagramme de l’algorithme de re´solution local du mode`le continu.
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7 Synthe`se
Une revue bibliographique des mode´lisations continues existantes des phe´nome`nes as-
socie´s a` la fissuration, aussi bien sous chargements cycliques que monotones, a per-
mis d’explorer diffe´rentes approches de mode´lisation : empirique, phe´nome´nologique et
inte´gre´e. Les mode´lisations empiriques, qui se basent directement sur le contenu qu’elles
cherchent a` reproduire, en ge´ne´ral la re´ponse du mate´riau, ont e´videmment montre´ une
bonne repre´sentativite´ du comportement, mais souffrent d’une formulation souvent uni-
dimensionnelle, difficilement extensible a` trois dimensions. Les mode`les phe´nome´nologiques,
qui se fondent sur des the´ories constitutives telles que la plasticite´ ou l’endommagement,
n’affichent pas ne´cessairement une telle repre´sentativite´, mais ont l’avantage d’exploiter
des the´ories longuement et toujours de´veloppe´es, d’ores et de´ja` formalise´es en trois di-
mensions. Les mode`les inte´gre´s, incluant les mode`les micro-me´caniques, micro-plans et
de Preisach, qui s’appuient sur une description a` une e´chelle infe´rieure a` l’e´chelle du
VER, allient re´alisme physique, repre´sentativite´ et formalisme tri-dimensionnel. Ce der-
nier est inhe´rent aux proce´dures d’homoge´ne´isation sur lesquelles reposent ces mode`les.
Ne´anmoins, il leur en couˆte leur simplicite´ d’utilisation et leur le´ge`rete´.
Une mode´lisation phe´nome´nologique a finalement e´te´ retenue comme base pour le cadre de
mode´lisation continue e´labore´. Ce choix a notamment e´te´ influence´ par la facilite´ a` inte´grer
cette approche de mode´lisation dans le formalisme des MSG, permettant de de´finir des
conditions d’admissibilite´, qui e´viteront par la suite d’e´laborer une mode´lisation continue
en contradiction avec les principes fondamentaux de la thermodynamique. Les e´volutions
des variables internes d’un meˆme phe´nome`ne devront eˆtre lie´es a` l’expression d’un unique
potentiel de dissipation, et ne pourront donc eˆtre comple`tement inde´pendantes. Dans
l’objectif d’entreprendre des simulations structurales, une garantie de robustesse, ainsi
que des couˆts de calculs faibles ont ainsi e´te´ de´cisifs dans le choix d’une approche phe´no-
me´nologique.
Dans la foule´e, il a aussi e´te´ propose´ pour l’e´laboration du mode`le continu, de distinguer
de`s le de´but, les contributions me´caniques de la matrice de mate´riau saine et des fissures.
La description de la de´gradation permettant d’isoler le comportement de la partie saine est
fonde´e sur la the´orie de l’endommagement. Toujours sur des conside´rations de robustesse,
une unique variable d’endommagement scalaire a e´te´ retenue. L’e´volution de cette variable
a pu eˆtre de´crite inte´gralement en appliquant le formalisme des MSG, en fonction du
potentiel thermodynamique Ψm,D et du potentiel de dissipation ϕm. La description du
caracte`re unilate´ral frottant des fissures a, lui, e´te´ laisse´ entie`rement libre de choix.
Le mode`le discret a ainsi pu eˆtre exploite´ pour la production de re´sultats nume´riques de
re´fe´rence pour caracte´riser les comportements me´caniques inde´finis du mode`le continu,
de´crits par les potentiels Ψm,D, ϕm et Ψf , ainsi que d’e´ventuels potentiels de dissipation
lie´s au comportement irre´versible des fissures. Le mode`le discret a pu notamment eˆtre
mis a` profit en simulant la re´ponse de mate´riaux quasi-fragiles, difficilement mesure´e
expe´rimentalement, a` un chargement de cisaillement ; ainsi qu’en analysant la proportion
Mate´riaux quasi-fragiles sous sollicitations cycliques
Synthe`se 161
de fissures ouvertes et ferme´es a` tout instant d’un chargement de traction cyclique uni-
axiale.
La mode´lisation de la de´gradation de la matrice a e´te´ re´alise´e de manie`re a` affiner le
repre´sentativite´ du comportement multi-axial. Sur la base d’un re´sultat de re´fe´rence issu
de simulations discre`tes, en cisaillement simple, et d’une formulation des plus triviales de
l’endommagement, un mode`le initial et deux formulations ame´liore´es ont e´te´ propose´es,
pour lesquelles les potentiels Ψm,D et ϕm ont e´te´ de´finis : la formulation ∅ ; une premie`re
formulation ame´liore´e Ψm,D pour laquelle la fonction de consolidation de l’endommage-
ment a e´te´ adapte´e ; et une seconde formulation ame´liore´e ϕm pour laquelle le potentiel de
dissipation a e´te´ modifie´. Les lacunes affiche´es par la formulation ∅ sous chargement multi-
axial ont pu eˆtre partiellement corrige´es par les deux formulations, tout en pre´servant la
re´ponse en traction. La premie`re formulation ame´liore´e a notamment permis d’augmen-
ter la ductilite´ de la re´ponse du VER pour des chargements allant du cisaillement a` la
compression, ainsi que d’agrandir partiellement la surface de chargement a` la rupture. La
seconde formulation ame´liore´e a, quant a` elle, tre`s peu affecte´ la ductilite´ du comporte-
ment, qui, d’apre`s les re´sultats issus de simulations discre`tes ne semblait pas ne´cessiter
d’ame´lioration significative en compression pure. En revanche, la surface de chargement
a` la rupture a e´te´ adapte´e de manie`re a` obtenir un pic de re´sistance correct en compres-
sion.
La mode´lisation du caracte`re unilate´ral frottant des fissures a e´te´ formule´e afin de re-
produire le comportement expe´rimental observe´ par Nouailletas [2013] et simule´ a` l’aide
du mode`le discret au chapitre 3. Plus spe´cifiquement, l’objectif vise´ e´tait de reproduire
l’e´volution de la proportion de fissures ferme´es quel que soit l’e´tat de chargement. Cette
donne´e a e´te´ extraite par l’interme´diaire de simulation discre`tes. Une fonction ϑ charge´e de
retranscrire cette quantite´, a ainsi e´te´ inte´gre´e dans une mode´lisation, d’abord e´lastique
non-line´aire du comportement des fissures. Le niveau de de´formation associe´ a` la fer-
meture d’une fissure affichant un aspect statistique centre´ autour d’une de´formation
moyenne nulle, la fonction ϑ a pu eˆtre associe´e a` une fonction de re´partition, autrement
dit une sigmo¨ıde. Une telle fonction pre´sentant l’avantage d’eˆtre continue et continument
de´rivable, elle a permis de re´gulariser la mode´lisation de l’effet unilate´ral et de ve´rifier cer-
taines conditions d’admissibilite´ du potentiel Ψf e´tablies par le formalisme des MSG, tout
en ame´liorant la repre´sentativite´ du mode`le. Le caracte`re frottant a e´te´ ajoute´, ensuite,
par le biais d’une mode´lisation plastique des plus simples. Un potentiel de dissipation de
type Drucker-Prager, ge´ne´ralisation tri-dimensionnelle du crite`re de frottement Coulomb,
a e´te´ utilise´. Aucun e´crouissage n’a e´te´ ne´cessaire a` l’image d’un mode`le de glissement
frottant parfait. Aux de´formations re´siduelles de´ja` introduites par la fermeture progres-
sive des fissures induite par l’expression sigmo¨ıdale de ϑ, les effets hyste´re´tiques ont ainsi
e´te´ ajoute´s.
Seule la re´ponse sous chargement de traction cyclique uni-axiale n’a e´te´ conside´re´e pour
caracte´riser le comportement des fissures. L’influence de l’incorporation du comportement
des fissures sur la re´ponse multi-axiale du mode`le continu a alors e´te´ analyse´e. Malheureu-
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sement aucune influence n’a e´te´ observe´e sur le comportement en cisaillement cyclique.
Par contre le comportement en compression cyclique a e´te´ enrichi, des effets hyste´re´tiques
ont ainsi pu eˆtre observe´s en compression, sans le moindre ajout de plasticite´ dans le com-
portement de la matrice, ainsi qu’une e´le´vation significative du pic de re´sistance, meˆme
pour le mode`le initial. Un point ne´gatif est tout de meˆme a` noter, l’incorporation du
comportement des fissures e´limine toute possibilite´ de rupture sous sollicitation de com-
pression bi-axiale. Ne´anmoins, cet aspect ne devrait pas eˆtre pe´nalisant car ce type de
rupture n’est que rarement rencontre´ a` l’e´chelle de la structure.
De manie`re plus ge´ne´rale, il est a` noter que la mode´lisation continue du comportement
des fissures est relativement inde´pendante du mode`le de de´gradation choisi. Ainsi a partir
du moment ou` ce dernier permet d’exprimer la densite´ de fissuration sous la forme d’une
variable scalaire, la mode´lisation du comportement des fissures peut lui eˆtre adjointe.
Celle-ci peut donc eˆtre perc¸ue comme un module comple´mentaire pour la plupart des
mode`les de de´gradation existants.
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1 Introduction
Une mode´lisation continue du comportement des mate´riaux quasi-fragiles a e´te´ propose´e
au chapitre pre´ce´dent. L’identification des parame`tres du mode`le continu est la dernie`re
e´tape avant de pouvoir proce´der aux calculs de structures. L’identification des parame`tres,
tout comme la caracte´risation des e´quations de la mode´lisation continue, permet d’exploi-
ter l’outil d’expe´rimentation nume´rique propose´. Par e´quivalence de re´sultats obtenus
avec les mode`les continu et discret, ce-dernier conside´re´ comme re´fe´rence, l’ensemble des
parame`tres mate´riaux introduits dans le mode`le continu sont identifie´s. L’utilisation d’un
premier mode`le comme re´fe´rence permet une maˆıtrise parfaite des conditions aux limites
des essais de comparaison lors de l’identification du second. La de´marche d’identification
nume´rique est illustre´e avec les parame`tres du mode`le discret identifie´s sur le be´ton de
Gre´goire et al. [2013].
Des calculs de structures peuvent maintenant eˆtre re´alise´s. Le cas d’un voile en be´ton arme´
soumis a` un chargement de cisaillement alterne´ est traite´. Avant d’e´tudier le comporte-
ment cyclique, il est fait en sorte de retrouver une de´gradation identique, ou du moins
similaire. Puisque les parame`tres du mode`le continu sont de´ja` fige´s, la possibilite´ de pou-
voir adapter la mode´lisation spe´cifique de la de´gradation de la matrice est inte´ressante.
Une fois le mode`le continu comple`tement e´tabli, des analyses de la re´ponse sous charge-
ment cyclique, ainsi que du comportement dissipatif de la structure sont mene´es.
L’objectif de ce chapitre est de mettre en avant l’inte´reˆt de la de´marche de mode´lisation
a` deux e´chelles, comme outil d’identification de mode`le macroscopique. Ainsi pour l’en-
semble des simulations re´alise´es au cours de ce chapitre, les parame`tres du mode`le continu
identifie´s ne sont pas recalibre´s. Le be´ton utilise´ pour le voile e´tudie´ est conside´re´ similaire
au be´ton de Gre´goire et al. [2013]. Ainsi un parame`tre du mode`le continu n’est modifie´
que si une valeur est directement fournie par le rapport d’expe´rience, et s’ave`re diffe´rente.
A` noter que seuls le module de Young et la re´sistance e´lastique sont concerne´s, les valeurs
pour d’autres parame`tres ne sont pas fournies.
A` noter, sauf mention du contraire, que tous les re´sultats discrets pre´sente´s dans ce cha-
pitre sont une moyenne arithme´tique sur 50 tirages.
2 Strate´gie d’identification de la mode´lisation conti-
nue
L’identification est re´alise´e en comparant les re´sultats de simulations discre`tes et continues
sur une meˆme e´prouvette. Ainsi, la comparaison entre les deux mode`les n’est pas alte´re´e
par les effets d’e´chelles. L’e´prouvette simule´e est suppose´e repre´senter un VER, elle est
mode´lise´e, d’un coˆte´ par un ensemble de particules discre`tes, et de l’autre, par un unique
e´le´ment fini muni du mode`le continu.
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La campagne d’essais expe´rimentaux de Gre´goire et al. [2013] a permis d’identifier comple`tement
le mode`le discret, qui peut maintenant eˆtre utilise´ pour produire des re´sultats de re´fe´rence.
La comparaison des trois mode`les continus est effectue´e sur la base de ces re´sultats. Pour
rappel, les parame`tres du mode`le discret figurent dans le tableau 3.1. En ce qui concerne
le comportement cyclique, l’introduction de la perturbation expe´rimentale mesure´e par
Nouailletas [2013] est aussi introduite (voir chapitre 3).
2.1 Identification des mode´lisations de l’endommagement
L’identification est entie`rement re´alise´e sur un essai de traction uni-axiale en comparant les
comportements d’un e´le´ment fini cubique de 0.1 m de coˆte´ simule´s avec chaque formulation
du mode`le continu, et le comportement moyen sur 200 re´alisations d’un carre´ de 0.1 m de
coˆte´ simule´ avec le mode`le discret.
Le comportement en traction e´tant identique quel que soit k0, cette strate´gie d’identifica-
tion est commune a` chaque formulation.
Apre`s avoir identifie´ les parame`tres e´lastiques macroscopiques du mode`le continu (E = 37
GPa, ν = 0.21) par analyse inverse, les parame`tres controˆlant le comportement a` la rupture
sont identifie´s en re´alisant une e´quivalence en e´nergie entre les deux mode`les.
Dans le mode`le discret, l’e´nergie totale Etot introduite dans l’e´prouvette a` un instant
donne´ se de´compose en une e´nergie e´lastique EE, une e´nergie dissipe´e par fissuration EdF
et une e´nergie dissipe´e par friction Edµ, l’e´nergie cine´tique reste nulle puisque la vitesse de
de´formation est ne´gligeable :
Etot = EE +EdF +Edµ (5.1)
Puisque l’identification est re´alise´e sur un essai de traction, l’e´nergie dissipe´e par friction
reste ne´gligeable tout au long de l’essai.
A` la rupture, l’e´nergie totale est donc e´gale a` l’e´nergie dissipe´e par fissuration.
L’e´nergie totale Etot est obtenue a` partir de l’aire sous la courbe de la contrainte en
fonction de la de´formation de l’e´prouvette issue de simulations discre`tes (fig .5.3).
L’e´nergie dissipe´e par fissuration EdF est calcule´e incre´mentalement selon Rinaldi et Lai
[2007], comme suit :
E
d,t+1
F = Ed,tF + 12 (Tut+1.Ktcoh.ut − Tut.Kt+1coh.ut+1) (5.2)
Cette expression est la somme de l’e´nergie e´lastique contenue dans chaque poutre du re´seau
ayant rompu, a` laquelle est soustraite l’e´nergie redistribue´e dans le re´seau de poutres, au
moment de la rupture de chaque poutre.
L’e´nergie e´lastique est calcule´e comme la diffe´rence entre l’e´nergie totale et l’e´nergie dis-
sipe´e par fissuration.
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Figure 5.1: E´volution moyenne des e´nergies lors d’un essai de traction.
L’e´volution de l’e´nergie e´lastique EdE (fig. 5.1) et la re´ponse en traction (fig. 5.3) mettent
en e´vidence des ponts de fissures (crack face bridging) [Schlangen et Van Mier, 1992].
Ce phe´nome`ne consiste en une superposition de plusieurs fissures macroscopiques dans
la partie de´grade´e de l’e´prouvette. Ici en figure 5.2, deux fissures se sont propage´es, ces
fissures ne co¨ıncidant pas, l’e´prouvette continue de se de´former sans rompre. Bien que
la de´formation atteigne 3.0 × 10−3, la rupture comple`te de l’e´prouvette n’est toujours pas
observe´e (fig. 5.3). Un regain d’e´nergie e´lastique est observe´, puisque l’e´prouvette continue
d’accumuler de l’e´nergie, sans que le ligament de mate´riau a` la jonction entre les deux
fissures ne ce`de (fig. 5.1). Ce regain d’e´nergie e´lastique semble quelque peu exage´re´. Bien
que l’apparition de ponts de fissures soit ave´re´e expe´rimentalement, il est raisonnable de
penser que ce ligament de mate´riau aurait duˆ rompre pour des de´formations plus faibles.
Pour la suite de l’identification, afin de contourner cette limite du mode`le discret, il sera
fait abstraction de l’e´cart final entre l’e´nergie totale et l’e´nergie dissipe´e. L’e´nergie en
the´orie dissipe´e par fissuration a` la rupture EdF,0 sera prise comme l’e´nergie dissipe´e par
fissuration a` la fin de l’essai : EdF (ǫ = 3.0 × 10−3), bien que la rupture comple`te n’ait pas
encore eu lieu.
Figure 5.2: Facie`s de fissuration en traction pour ǫ = 3.0 × 10−3.
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2.1.1 Identification de ǫ0
D’abord, une e´quivalence en e´nergie e´lastique volumique (5.3) est effectue´e pour de´terminer
ǫ0. Ce parame`tre de´crit la limite de de´formation e´lastique, qui est associe´e au pic d’e´nergie
e´lastique EE,0 atteint avant la propagation de la fissuration (en trait pointille´ sur la figure
5.1), estime´ ici a` : EE,0 = 2.023 J.
EE,0
V d
= Y0 = 1
2
Eǫ20 (5.3)
avec V d le volume de l’e´prouvette discre`te, ici, 0.1x0.1x1.0 m3.
Soit :
ǫ0 =
√
2EE,0
V dE
(5.4)
La limite de de´formation e´lastique vaut alors : ǫ0 = 1.042 × 10−4.
2.1.2 Identification de B0
Ensuite une e´quivalence en e´nergie surfacique (5.5) est effectue´e pour de´terminer B0 a`
partir de l’e´nergie dissipe´e par fissuration a` la rupture, estime´e ici a` : EdF,0 = 5.683 J.
EdF,0
Sd
= gcF,0 × hc (5.5)
avec Sd la section de l’e´prouvette discre`te dans le plan de la fissure, ici, 0.1x1.0 m2, hc
la dimension de l’e´le´ment fini dans la direction orthogonale au plan de la fissure, ici 0.1
m, et gcF,0 est l’e´nergie volumique dissipe´e a` la rupture par le mode`le continu de´finie selon
l’e´quation (4.62).
Soit l’expression de B0 d’apre`s (4.64) :
B0 = 2h
cSd
EdF,0 − hchdEdE,0 (5.6)
avec hd la dimension de l’e´prouvette discre`te dans la direction orthogonale au plan de la
fissure, ici 0.1 m.
Le parame`tre B0 vaut alors : B0 = 4.483 × 10−3J−1.m3.
La re´ponse obtenue avec le mode`le continu identifie´ sur le mode`le discret par e´quivalences
en e´nergies est compare´e a` la re´ponse obtenue avec le mode`le discret en figure 5.3.
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Figure 5.3: Re´ponses en traction des mode`les continus et discret.
Compte tenu de cette identification du comportement a` la rupture du mode`le continu uni-
quement base´e sur une e´quivalence e´nerge´tique, la similarite´ des re´ponses obtenues permet
de conclure que les mode`les discrets et continus ne sont pas si distincts e´nerge´tiquement
parlant. Cependant, plusieurs disparite´s de comportement peuvent eˆtre note´es :
— Le pic de re´sistance et le de´but de l’initiation de la de´gradation co¨ıncident pour
le mode`le d’endommagement, contrairement au mode`le discret, ce qui explique la
surestimation de la limite de de´formation e´lastique.
— La fissuration se propage d’abord rapidement, puis ralentit lorsque des ponts de
fissures apparaissent, pour le mode`le discret ; inversement, pour le mode`le d’endom-
magement, la propagation de la de´gradation semble plus re´gulie`re, ainsi a` e´nergie
dissipe´e e´quivalente, la de´formation a` la rupture est plus faible. Une e´volution de la
fonction de consolidation asymptotique comme propose´e par Mazars et Pijaudier-
Cabot [1989] pourrait permettre de re´soudre ce proble`me.
2.1.3 Identification de k0
A` l’exception de k0, tous les parame`tres des mode`les d’endommagement sont maintenant
de´termine´s. En ce qui concerne l’identification du parame`tre k0, il faut se re´fe´rer a` l’ana-
lyse de sensibilite´ a` ce parame`tre des re´ponses en cisaillement simple et en compression
pure, et tenir compte des conclusions de l’e´tude du couplage des mode´lisations de l’en-
dommagement et des effets cycliques (voir chapitre 4). Ainsi k0 est identifie´ a` 0.28 pour
la formulation ϕm si le couplage avec la mode´lisation des effets cycliques est pre´sent, a`
0.31 dans le cas contraire de manie`re a` re´ajuster le pic de re´sistance en compression. Il
est identifie´ a` 4.5 pour la formulation Ψm,D quel que soit le cas, puisque le comportement
en cisaillement n’est pas influence´ par le couplage.
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2.1.4 Variabilite´ des parame`tres
Bien qu’en the´orie un VER est de´fini tel que les proprie´te´s me´caniques, et donc la
re´partition des de´fauts, soient identiques d’un volume a` un autre, en pratique, il est
fre´quent de conside´rer qu’une incertitude persiste. Ainsi un ale´a des parame`tres du mode`le
de comportement est introduit. Ce choix de description pre´sente aussi l’avantage de provo-
quer la localisation de la fissuration, dans une ou plusieurs zones de re´sistance faible.
En admettant que l’ale´a sur la valeur des parame`tres soit introduit simplement au moyen
d’une distribution normale, il convient de de´terminer les proprie´te´s de ces distributions.
Une e´tude statistique est donc mene´e sur les 200 re´alisations de l’essai de traction.
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Figure 5.4: Histogrammes des e´nergies e´lastiques et dissipe´es des 200 re´alisations de
l’essai de traction.
Observations
Les histogrammes des e´nergies EdE,0 et E
d
F,0 (fig. 5.4) permettent de de´duire les moyennes
et les coefficients de variation de chaque parame`tre (5.1).
EdE,0 E
d
F,0 ǫ0 B0
x¯ (J) cv x¯ (J) cv x¯ cv x¯ (J
−1.m3) cv
2.023 0.151 5.683 0.278 1.042 × 10−4 0.076 4.483 × 10−3 0.455
Table 5.1: Moyenne et coefficient de variation des re´sultats de l’essai de traction.
La variabilite´ du pic d’e´nergie e´lastique est faible comparativement a` la variabilite´ de
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l’e´nergie dissipe´e a` la rupture. En conse´quence, la variabilite´ du parame`tre ǫ0 est aussi
limite´e, par contre, la variabilite´ du parame`tre B0, fonction a` la fois de EdE,0 et de E
d
F,0,
est importante. La variabilite´ de B0 est d’ailleurs plus e´leve´e que celle de EdF,0, ce qui
laisse pre´sumer que les variabilite´s de EdE,0 et de E
d
F,0 ne sont pas corre´le´es. Puisque
B0 est fonction de ces deux e´nergies, la variabilite´ de B0 est fortement de´pendante de
leur covariance. Effectivement, la mesure de la covariance des deux e´nergies est faible
cov (EdE,0,EdF,0) = 0.047, soit un coefficient de corre´lation ρEdE,0,EdF,0 = 0.103. Il n’y a donc
pas lieu de conside´rer qu’une re´sistance e´lastique e´leve´e implique une dissipation a` la
rupture importante.
A` noter que la variabilite´ du module de Young macroscopique E est nulle d’une re´alisation
discre`te a` une autre. Les re´alisations sont effectivement simule´es pour une densite´ de
particules a` laquelle les proprie´te´s e´lastiques de l’e´prouvette discre`te sont converge´es, et
aucune variabilite´ du module d’Young E¯ des poutres du re´seau n’est introduite.
Les histogrammes des e´nergies EdE,0 et E
d
F,0 (fig. 5.4) ont e´te´ obtenus pour 200 re´alisations
de l’essai de traction pour lesquels le maillage (diagramme de Voronoi avec ale´a de la
position des nœuds) ainsi que les seuils de rupture des poutres du re´seau (distributions de
Weibull) pre´sentent une certaine variabilite´. Il est inte´ressant de constater que, pour un
tel e´chantillon de re´alisations, la distribution de EdE,0 semble tendre vers une loi normale
centre´e, et s’e´loigne donc de l’aspect statistique introduit localement ; alors que la distri-
bution de EdF,0 tend vers une distribution non-centre´e dont le maximum de probabilite´ est
infe´rieur a` la me´diane de la distribution, ce qui pourrait eˆtre conside´re´ comme une distri-
bution log-normale ou de Weibull. Il est a` noter que des observations similaires, concernant
la limite e´lastique, ont e´te´ effectue´es par Wang et al. [2015] en simulant explicitement la
morphologie me´soscopique du mate´riau.
De manie`re ge´ne´rale, il pourrait eˆtre recommande´, dans la mesure ou` des distributions
probabilistes des parame`tres du mode`le continu controˆlant l’e´nergie e´lastique et l’e´nergie
de fissuration a` la rupture sont employe´es, d’utiliser respectivement une distribution nor-
male et une distribution de Weibull (ou log-normale).
Par ailleurs, les types des distributions probabilistes associe´es aux e´nergies macroscopiques
peuvent eˆtre interpre´te´es de la manie`re suivante :
— il est aussi probable de rencontrer un VER a` haute limite qu’un VER a` basse limite
e´lastique. L’e´nergie e´lastique serait donc caracte´rise´e par la re´sistance moyenne des
poutres locales ;
— il est plus probable de rencontrer un VER a` basse e´nergie a` la rupture qu’un
VER a` haute e´nergie a` la rupture. L’e´nergie a` la rupture serait donc davantage
influence´e par la probabilite´ de rencontrer des poutres faibles, autrement dit la
the´orie du “maillon le plus faible” retranscrite macroscopiquement par la loi de
Weibull. Conclusion somme toute cohe´rente, puisque le trajet de fissuration, et no-
tamment la tortuosite´, correspondent au trajet ne´cessitant un minimum d’e´nergie.
Afin d’appuyer la validite´ de ces conclusions, il est maintenant fait l’e´tude de l’influence de
l’incertitude locale, induite par le maillage et le choix de la distribution des seuils de rup-
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ture, sur l’incertitude globale, repre´sente´e par la variabilite´ des e´nergies macroscopiques
EdE,0 et E
d
F,0.
Influence de l’incertitude fine sur l’incertitude macroscopique
Il est inte´ressant de regarder si ces diffe´rents constats sont influence´s, d’une part par la
variabilite´ du maillage, et d’autre part par la forme de la distribution des seuils de rupture
locaux. Les histogrammes des e´nergies EdE,0 et E
d
F,0 sont donc a` nouveau construits a` partir
des re´sultats de 1000 re´alisations de l’essai de traction, a` maillage strictement identique,
pour des distributions des seuils uniforme, normale (tronque´e de ses valeurs ne´gatives) et
de Weibull. Les premier et second moments des distributions normales et uniformes des
seuils sont calibre´s de manie`re a` obtenir une re´ponse en traction satisfaisante, en terme
de re´sistance au pic et de fragilite´. Les premier et second moments des distributions de
Weibull des seuils, sont conserve´s tels qu’identifie´s auparavant. Les re´ponses obtenues sont
pre´sente´es en figure 5.5.
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Figure 5.5: Influence de la forme de la distribution des seuils de rupture sur la re´ponse
moyenne de traction.
Les histogrammes des e´nergies EdE,0 et E
d
F,0 pour chaque forme de distribution sont
pre´sente´s en figure 5.6. La re´alisation des essais de traction sur un maillage identique et la
modification de la distribution des seuils de rupture locaux ne semble pas influencer les his-
togrammes. Il apparaˆıt que les observations effectue´es sur la forme de la distribution du pic
d’e´nergie e´lastique et de l’e´nergie de fissuration a` la rupture sont valables inde´pendamment
de ces deux aspects controˆlant la variabilite´ de la structure de l’e´prouvette. La forme de la
distribution des seuils locaux et les formes des distributions des e´nergies macroscopiques
ne semblent pas lie´es. Il n’y aurait donc pas transfert de la distribution des incertitudes
de l’e´chelle fine a` l’e´chelle macroscopique.
La question de la ne´cessite´ de l’emploi d’une loi de Weibull localement pour la distribution
des seuils de rupture peut alors se poser. L’emploi d’une loi normale ou de Weibull semble
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plus justifie´e qu’une loi uniforme. En effet, l’incertitude sur la valeur des seuils de rupture
locaux n’est pas suffisante pour qu’il ne soit pas possible de de´gager une valeur dominante.
En comparaison a` la loi normale, la loi de Weibull pre´sente l’avantage d’eˆtre par de´finition
positive. Cependant elle implique des hypothe`ses supple´mentaires sur la re´partition de
l’incertitude par rapport a` une loi normale tronque´e, qui finalement ne s’ave`rent pas
ne´cessaires, au regard des re´sultats obtenus sur l’essai de traction.
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Figure 5.6: Influence de la forme de la distribution des seuils de rupture sur la variabilite´
du pic d’e´nergie e´lastique et de l’e´nergie de fissuration en traction.
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Les conclusions pre´ce´dentes sur la forme et la signification des distributions de EdE,0 et
EdF,0 peuvent donc eˆtre tire´es inde´pendamment de la distribution locale choisie et de l’ale´a
introduit par la discre´tisation de l’e´prouvette.
2.1.5 Choix de l’essai d’identification
Toujours dans l’objectif de re´aliser des calcul de structures, la question peut se poser de
savoir si l’e´nergie de fissuration en traction, et plus largement l’essai de traction, est la
plus adapte´e pour quantifier la dissipation e´nerge´tique du volume de mate´riau de´crit par
un e´le´ment fini.
D’une part, il n’est pas certain qu’une seule fissure se propage dans l’e´le´ment, une identifi-
cation du comportement par rapport a` l’e´nergie ne´cessaire pour ouvrir une unique fissure
est donc contestable. Ne´anmoins, il n’est pas plus certain qu’une unique fissure se propage
lors d’un essai de traction, comme l’illustre l’apparition de ponts de fissures. Sur ce point,
le choix de l’e´nergie que doit avoir dissipe´ un e´le´ment fini a` la rupture, ne peut eˆtre ef-
fectue´ qu’en connaissance des dimensions du volume qu’il de´crit, du chargement applique´
sur la structure, et des modes de de´gradation qui en de´coulent.
D’autre part, il faut dissocier l’e´nergie ne´cessaire a` la propagation, et l’e´nergie ne´cessaire
a` l’initiation puis a` la propagation d’une fissure. Selon la manie`re dont l’e´le´ment fini est
situe´ dans le maillage de la structure, il se peut qu’il ne soit que simplement traverse´
par une fissure initie´e auparavant, dans un autre e´le´ment. Ainsi tenir compte de l’e´nergie
dissipe´e pour initier la fissure n’est peut-eˆtre pas ne´cessaire.
Des essais de flexion trois-points sur une poutre entaille´e a` mi-hauteur ou non, peuvent eˆtre
envisage´s, pour isoler respectivement, la propagation seule, ou l’initiation et la propagation
d’une unique fissure.
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Figure 5.7: E´volution moyenne des e´nergies de fissuration obtenues avec le mode`le discret
selon l’essai.
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Une comparaison de l’e´nergie de fissuration obtenue pour chacun de ces essais est effectue´e
en figure (5.7). Les e´nergies de fissuration pour chaque essai sont donne´es en fonction du
pseudo-temps, la rupture comple`te dans chaque configuration e´tant survenue a` l’instant
t = 1. Les nuances entre chaque essai ne sont pas significatives, et notamment entre les
essais de flexion trois-points sur poutres entaille´e et non-entaille´e. Le couˆt e´nerge´tique
supple´mentaire ne´cessaire a` l’initiation d’une fissure serait donc faible, ici : δEF,0 = 1.35
J.m−2 (e´cart final entre les courbes jaune et bleue), autrement dit ne´gligeable. Comme
attendu, l’e´nergie de fissuration mesure´e lors de l’essai de traction est plus e´leve´e, du fait
de la multi-fissuration de l’e´prouvette.
2.2 Identification de la mode´lisation des effets cycliques
La mode´lisation des phe´nome`nes lie´s a` la fermeture des fissures n’introduit que deux
parame`tres mate´riau supple´mentaires, α0 et µ0. Une strate´gie d’identification de ces pa-
rame`tres peut facilement eˆtre mise en place, toujours sur la base du mode`le discret.
2.2.1 Identification de α0
Le parame`tre α0 est calibre´ en comparant l’e´volution de ϑ avec l’e´volution de la proportion
de fissures ferme´es, issue de simulations d’un cycle de charge-de´charge (fig. 4.15a). La
comparaison est effectue´e a` un niveau de chargement maximal applique´ donne´, ici ǫfmax =
2.0 × 10−4 (fig. 5.8).
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Figure 5.8: Analyse de sensibilite´ de l’e´volution de la fonction ϑ au parame`tre α0.
La valeur du parame`tre est identifie´e a` α0 = 6.5. La calibration, ainsi que le choix de la
fonction ϑ est valide´e en comparant l’e´volution de la fonction ϑ avec des re´sultats discrets
pour d’autres niveaux de chargement ǫfmax (fig. 5.9).
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Tout en conservant la valeur identifie´e du parame`tre α0, la fonction ϑ reproduit correc-
tement l’influence du niveau de chargement maximal sur l’e´volution de la fermeture des
fissures. En conclusion, ce re´sultat confirme le choix de formulation de la fonction de
fermeture ϑ effectue´, et notamment concernant la de´pendance au niveau de chargement
maximal applique´ introduit graˆce a` la normalisation par rapport a` de´formation maximale
enregistre´e ǫfmax.
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Figure 5.9: Analyse de sensibilite´ de l’e´volution de la proportion de fissures ferme´es au
niveau de chargement maximal applique´ : ϑ (trait plein), Discret (trait pointille´)
2.2.2 Identification de µ0
Une fois α0 identifie´, le parame`tre µ0 reste le seul point de controˆle de l’e´nergie dissipe´e
par friction du mode`le. Il est aussi identifie´ par analyse inverse. L’e´nergie dissipe´e par
friction sur un cycle de charge-de´charge-recharge a` endommagement constant est utilise´e
comme point de comparaison des deux mode`les.
L’e´nergie dissipe´e par friction par un e´le´ment de volume de mate´riau est e´value´e par une
me´thode propre a` chaque mode`le :
— Pour le mode`le discret, pour rappel, l’e´nergie dissipe´e est calcule´e incre´mentalement
comme la somme de l’e´nergie localement dissipe´e sur l’ensemble des couples de
particules en contact ij de´tecte´s, soit :
Ed,t+1µ = Ed,tµ +
∑
i=1,...,nparticules
⎡⎢⎢⎢⎢⎣ ∑j=1,...,nicontact 12 (T (F t+1fric,ij + F tfric,ij) . (∆δus,ijtc,ij)t+1)
⎤⎥⎥⎥⎥⎦
(5.7)
avec nicontact le nombre de contacts de´tecte´s sur la particule i.
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— Pour le mode`le continu, l’e´nergie dissipe´e par friction est calcule´e incre´mentalement
comme l’inte´grale sur l’e´le´ment de volume Ω du produit tensoriel de la contrainte
dans les fissures et de la de´formation plastique associe´e aux fissures, soit :
Ec,t+1µ = Ec,tµ +∫
Ω
[1
2
(σf,t+1 + σf,t) ∶∆ǫf,p,t+1]dV (5.8)
L’e´volution des e´nergies dissipe´es par les mode`les discret et continu lors d’un cycle de
charge-de´charge-recharge pour une de´formation maximale enregistre´e ǫfmax = 2.0×10−4 est
trace´e en figure 5.10.
−1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2
0
10
20
30
De´formation des fissures (×10−4)
E´
n
er
gi
e
d
is
si
p
e´e
(J
)
Mode`le discret
µ0 = 2.95
µ0 = 2.85
µ0 = 2.89
µ0 = 2.75
µ0 = 2.65
Figure 5.10: Analyse de sensibilite´ de l’e´volution de l’e´nergie dissipe´e par friction au
parame`tre µ0 lors d’un cycle de charge-de´charge-recharge.
Le parame`tre µ0 est ainsi calibre´ a` une valeur µ0 = 2.89.
A` noter que les e´nergies dissipe´es par friction, retranscrites par chaque mode`le, suivent
des e´volutions fortement similaires tout au long du cycle de charge-de´charge-recharge.
Cette observation conforte le choix de mode´lisation effectue´ pour tenir compte des effets
hyste´re´tiques malgre´ la limite souligne´e au chapitre pre´ce´dent.
3 Application au calcul d’un voile en be´ton arme´
Le mode`le continu est a` pre´sent comple`tement calibre´, le travail effectue´ peut eˆtre valide´
plus largement en proce´dant a` la simulation de la re´ponse d’une structure constitue´e de
be´ton.
L’essai structural e´tudie´ correspond a` un voile en be´ton arme´ soumis a` un chargement ho-
rizontal cyclique non-alterne´ et alterne´. Dans les deux cas de chargement, une de´gradation
induite par cisaillement est attendue. A` cela s’ajoute, dans le cas d’un chargement cyclique
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alterne´, une fissuration fortement multi-directionnelle. La complexite´ de ce cas d’e´tude
permet ainsi d’analyser, non seulement la qualite´ du mode`le macroscopique, mais aussi
sa robustesse.
Avant d’e´tudier le comportement cyclique du voile, le choix de la formulation du mode`le
d’endommagement de la matrice est donc pre´dominant, car la qualite´ de la repre´sentation
de la fissuration conditionne la reproduction des effets hyste´re´tiques. Ainsi les simulations
de la re´ponse du voile en be´ton arme´, s’organiseront en deux e´tapes. D’abord, le choix de
la formulation du mode`le d’endommagement est effectue´, par la simulation d’un charge-
ment monotone, qui n’est autre que l’enveloppe du chargement cyclique non-alterne´. Le
mode`le d’endommagement le plus efficace en termes de re´ponse et de facie`s de fissuration
est retenu. Ensuite, la simulation des chargements cycliques, non-alterne´ et alterne´, est
re´alise´e.
3.1 Descriptif de l’essai
L’essai de voile en be´ton arme´ simule´ a e´te´ re´alise´ dans le cadre du projet CEOS.fr pour le
benchmark ConCrack [Rivillon et Gabs, 2011]. Le de´tail de la ge´ome´trie et du ferraillage
du voile est de´crit par la figure 5.11.
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Figure 5.11: Dimensions du voile en be´ton arme´ du benchmark ConCrack [Rivillon et
Gabs, 2011].
La structure e´tudie´e est compose´e de trois parties, un voile mince central dans lequel
se concentre l’ensemble des non-line´arite´s me´caniques, et deux longrines e´paisses en par-
ties supe´rieure et infe´rieure, dont le comportement me´canique reste vraisemblablement
e´lastique. La longrine infe´rieure est maintenue sur le baˆti par le biais de tiges pre´con-
traintes verticales, dispose´es de part et d’autre du voile. Ainsi un effort de pre´contrainte
vertical de 1 MN est applique´ de chaque coˆte´ dans la longrine infe´rieure. L’application de
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la pre´contrainte permet de re´duire les mouvements horizontaux et verticaux de la longrine
infe´rieure, et ainsi limiter la rotation de la structure autour de l’axe normal au plan du
voile.
Le voile en be´ton arme´ est soumis a` un chargement cyclique horizontal qui engendre
une sollicitation de cisaillement (fig. 5.12). L’effort est applique´ au niveau des surfaces
de charges (fig. 5.11). Dans le cas d’un chargement non-alterne´ (succession de charges
et de de´charges) l’effort horizontal n’est applique´ que sur une seule surface de charge.
Dans le cas d’un chargement alterne´, l’effort est applique´, a` tour de roˆle, sur les deux
surfaces de charge. Les deux configurations de chargement correspondent respectivement
aux maquettes nume´rote´es 2 et 3 dans le rapport d’expe´rience [Rivillon et Gabs, 2011].
Le chargement est applique´ en effort, et a` faible vitesse, de manie`re a` pouvoir ne´gliger les
effets dynamiques.
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Figure 5.12: E´volution des chargements impose´s en effort.
Les proprie´te´s moyennes du be´ton et des aciers constituant les voiles sont respectivement
re´capitule´es dans le tableau 5.2. Les proprie´te´s des mate´riaux sont conside´re´es identiques
pour les voiles 2 et 3.
Module de Young (GPa) 22.0
Re´sistance en traction (MPa) 3.3
Re´sistance en compression (MPa) 42.5
(a) be´ton
Module de Young (GPa) 169.7
Limite e´lastique (MPa) 555.0
Contrainte a` la rupture (MPa) 641.8
(b) acier
Table 5.2: Proprie´te´s moyennes mesure´es des mate´riaux [Rivillon et Gabs, 2011].
Trois extensome`tres sont dispose´s horizontalement sur la structure afin d’acque´rir le
de´placement total au niveau du point 8 et le de´placement relatif entre les points 9 et
10 (fig. 5.11).
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3.2 Mode´lisation et calibration
La structure en be´ton est mode´lise´e a` l’aide d’e´le´ments finis cubiques (en vert et gris sur
la figure 5.14). Pour les armatures en acier (en orange, rouge et marron sur la figure 5.14),
des e´le´ments poutre de Timoshenko sont utilise´s. Le choix de ce type d’e´le´ments poutre
a e´te´ effectue´, apre`s avoir tente´ sans succe`s de simuler les re´ponses des voiles, en utilisant
des e´le´ments barre ou poutre d’Euler. Dans les deux cas, la re´ponse du voile obtenue
est excessivement fragile (fig. 5.13). Les e´le´ments barre et poutre d’Euler, posse´dant une
rigidite´ en cisaillement limite´e, une fois la fissuration amorce´e a` l’interface entre le voile et
la longrine infe´rieure, celle-ci s’y localise entie`rement, plus aucun transfert d’efforts n’est
assure´ entre le voile et la longrine, ce qui pre´vient l’apparition de la fissuration oblique
re´partie dans le voile observe´e expe´rimentalement (fig. 5.16). D’ailleurs, il est possible
d’observer que la structure renforce´e avec des e´le´ments poutre de Timoshenko posse`de
une rigidite´ initiale plus importante, et plus proche de celle de la structure expe´rimentale,
que les structures renforce´es avec des e´le´ments barre ou poutre d’Euler, pour lesquelles la
rigidite´ initiale est d’ailleurs identique (fig. 5.13). Des e´le´ments poutre de Timoshenko se
sont donc ave´re´s ne´cessaires, ce qui pourrait eˆtre explique´ par le fait que la de´gradation
de l’interface du be´ton aux interfaces entre les longrines et le voile central, y induit une
localisation des de´formations de cisaillement. Cette localisation se produit dans une bande
de hauteur faible, en conse´quence l’e´lancement de la portion des armatures en acier charge´e
de reprendre ces de´formations de cisaillement est fortement re´duit. Des e´le´ments poutre
d’Euler ou des e´le´ments barre ne sont alors plus adapte´s.
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Figure 5.13: Influence du type d’e´le´ment fini retenu pour les armatures sur la re´ponse a`
un chargement monotone pour hc = 0.10 m et le de´placement mesure´ (9 - 10).
A` ce propos, deux types de discre´tisation sont utilise´es. Pour la premie`re, grossie`re, la
longueur des e´le´ments poutres et le cote´ des e´le´ments cubiques mesure approximativement
hc = 0.1 m ; pour la seconde, plus fine, cette meˆme dimension mesure hc = 0.03 m. La
premie`re longueur est retenue, car elle correspond a` la dimension ge´ne´ralement associe´e
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a` un VER de be´ton. L’efficacite´ du mode`le continu est ainsi e´value´e a` l’e´chelle a` laquelle
il a e´te´ conc¸u. La seconde longueur, quant a` elle, n’est retenue qu’afin d’analyser le facie`s
de fissuration.
La longrine infe´rieure est suppose´e encastre´e au baˆti selon sa face infe´rieure, et quatre
efforts ponctuels de 0.5 MN, sont applique´s de chaque coˆte´ par le biais de deux barres
d’ancrage (en marron sur la figure 5.14), pour une pre´contrainte totale de 2 MN.
Le chargement est applique´ horizontalement, de manie`re re´partie, alternativement sur les
surfaces de charge (en bleu sur la figure 5.14).
L’interface entre l’acier et le be´ton est conside´re´e parfaite.
Figure 5.14: Maillage du voile en be´ton arme´ du benchmark ConCrack pour une dimen-
sion de maille de hc = 0.1 m.
Le comportement des armatures en acier est reproduit par un mode`le plastique a` e´crouissage
isotrope, dont les parame`tres correspondent directement aux proprie´te´s du mate´riau (tab.
5.2b). La de´formation a` la rupture n’e´tant pas pre´cise´e dans le rapport d’expe´rience, une
valeur standard est utilise´e, soit 10 %.
Le comportement du be´ton des longrines (en vert sur la figure 5.14) est conside´re´ e´lastique.
Le comportement du be´ton du voile central (en gris sur la figure 5.14) est a` ce stade
laisse´ libre, les trois formulations du mode`le continu sont utilise´es avant de choisir la plus
adapte´e. La calibration des trois formulations ne diffe`re que pour le parame`tre k0 dont les
valeurs sont directement issues des simulations discre`tes de la re´ponse multi-axiale d’un
VER, conduites au chapitre pre´ce´dent. Pour les parame`tres restant, le module de Young
et la moyenne de la limite de de´formation e´lastique sont ajuste´s aux proprie´te´s du be´ton
mesure´es expe´rimentalement. A` noter que bien que le module de Young du be´ton soit
faible, pour les re´sistances en traction et en compression mesure´es, il est tout de meˆme
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conserve´. Le parame`tre B0 est re´e´value´ en fonction de la dimension du maillage, afin
de conserver l’e´nergie de fissuration estime´e a` l’aide du mode`le discret. Les parame`tres
controˆlant le comportement cyclique et l’ale´a, et k0 sont maintenus inchange´s par rapport
a` l’identification re´alise´e au chapitre pre´ce´dent. Les parame`tres utilise´s pour le be´ton sont
re´capitule´s dans le tableau 5.3.
E (GPa) ǫ0 (x¯) ǫ0 (cv) B0 (J
−1.m3) k0 α0 µ0
22 1.5 × 10−4 0.076 3.53 × 10−3 (hc = 0.10 m) 4.5 (form. Ψm,D) 6.5 2.89
1.06 × 10−3 (hc = 0.03 m) 0.28 (form. ϕm)
Table 5.3: Valeur des parame`tres des mode`les continus de be´ton.
3.3 Re´sultats
3.3.1 Chargement monotone
Le comportement me´canique du voile central sous chargement monotone est d’abord
e´tudie´. L’objectif est de ve´rifier la qualite´ de la re´ponse et du facie`s de fissuration ob-
tenu, et de de´terminer la formulation la plus ade´quate, avant de proce´der a` l’e´tude sous
chargement cyclique.
Re´ponse globale
L’e´volution de l’effort horizontal applique´ en fonction du de´placement relatif entre les
extensome`tres 9 et 10 est e´tudie´ (fig. 5.15a). Suite a` l’emploi de poutres de Timoshenko,
pour la mode´lisation des armatures d’acier, les re´ponses obtenues avec chacun des mode`les
d’endommagement sont tre`s similaires. La forte densite´ d’armatures est en partie respon-
sable. Ainsi, avec chaque mode`le d’endommagement il est possible d’observer une re´ponse
bi-line´aire du voile. Dans la premie`re phase, e´lastique, la raideur du voile est correctement
reproduite. Dans la seconde phase, faisant suite a` l’amorce de la fissuration dans le be´ton,
la raideur du voile n’est alors plus correctement estime´e qu’avec les mode`les re´vise´s, la
formulation ∅ fourni une re´ponse ine´lastique le´ge`rement trop souple, car la fissuration est
surestime´e.
Identiquement a` la re´ponse expe´rimentale, des sauts sont observe´s tout au long de la
seconde phase de la re´ponse. Ceux-ci correspondent a` l’apparition progressive de fissures
obliques dans l’inte´gralite´ du voile. En revanche, quel que soit le mode`le, la rupture fi-
nale du voile n’est pas reproduite. Expe´rimentalement, la rupture finale a e´te´ attribue´e a`
une ruine en compression du be´ton au niveau de l’appui du verin pour un effort de 4.71
MN. Ce me´canisme de ruine n’est pas observe´ ici, car le comportement de la longrine
supe´rieure sur laquelle est applique´ l’effort est conside´re´ e´lastique. Ne´anmoins, d’impor-
tantes de´formations longitudinales de compression sont releve´es, dans le coin supe´rieur
gauche du voile (fig. 5.17), mais celles-ci n’aboutissent pas a` la rupture.
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Pour l’analyse de la re´ponse globale du voile, seule l’e´volution de la force en fonction du
de´placement relatif entre les extensome`tres 9 et 10 a finalement e´te´ retenue. En effet,
le de´placement mesure´ par l’extensome`tre 8 n’est pas cohe´rent. La re´ponse obtenue est
plus rigide que la re´ponse obtenue a` partir d’un de´placement relatif, or ce devrait eˆtre le
contraire (fig. 5.15b).
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Figure 5.15: Influence de la formulation et du de´placement e´tudie´ sur la re´ponse a` un
chargement monotone pour une taille d’e´le´ment fini hc = 0.10 m.
Facie`s de fissuration
L’analyse de l’e´tat de fissuration du voile est re´alise´e a` partir d’une photographie du
voile a` la rupture (fig. 5.16) et du champ de de´formation longitudinale (dans la plus grande
dimension) du voile pour un effort de 4.2 MN (fig. 5.17). Concernant les re´sultats issus des
simulations, les re´sultats obtenus pour hc = 0.10 m ne sont pas de´taille´s. Une telle taille
d’e´le´ments finis ne permet pas d’observer des quantite´s locales (fig. 5.17d). A` la place, les
re´sultats obtenus pour hc = 0.03 m sont pre´sente´s.
Les tendances principales de l’e´tat de fissuration sont retrouve´es par les simulations, et
notamment l’orientation de la fissuration. Celle-ci varie selon le mode`le utilise´, mais suit
toujours une direction oblique similaire a` la fissuration photographie´e. En revanche, la
densite´ de fissure semble bien infe´rieure a` ce qui a e´te´ observe´ expe´rimentalement. De
plus, la localisation des de´formations longitudinales, cense´e correspondre a` l’ouverture
de fissures, est largement sous-estime´e par les simulations, au moins d’un ordre de gran-
deur.
L’absence de de´gradation de l’interface acier-be´ton est un de´but d’explication de l’e´cart
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obtenu entre l’expe´rience et les simulations. En effet, deux simulations d’un meˆme es-
sai tirant, l’une avec une interface parfaite et l’autre avec une interface de´gradable,
ge´ome´triquement repre´sentative (description explicite des nervures de l’acier), ont mis
en e´vidence l’apparition d’une fissuration plus diffuse et donc moins ouverte, lorsque l’in-
terface entre l’acier et le be´ton est fide`lement reproduite [Michou, 2015]. Toutefois, cette
explication ne justifie pas, pour autant, un tel e´cart de concentration de de´formation lon-
gitudinale, environ cinquante fois infe´rieure. Cet e´cart s’explique davantage par la taille
des e´le´ments finis employe´s toujours trop importante, meˆme pour hc = 0.03 m. En effet, la
localisation de la de´formation longitudinale est limite´e par cette dimension, celles-ci sont
donc davantage re´parties en comparaison des de´formations mesure´es expe´rimentalement.
Des tailles d’e´le´ments finis plus faibles n’ont pas e´te´ simule´es en raison de temps de cal-
culs prohibitifs. De plus, pour de si faibles dimensions, la signification d’une mode´lisation
macroscopique perd de son sens, l’e´chelle de mode´lisation du comportement du mate´riau
n’est plus en accord avec la dimension des volumes attribue´s a` un e´le´ment fini.
Figure 5.16: Vue du voile central a` la fin de l’essai [Rivillon et Gabs, 2011].
Comparativement, les diffe´rents mode`les ne se distinguent que tre`s peu au niveau du facie`s
de fissuration obtenu. Les de´formations longitudinales obtenues sont de valeurs similaires.
Il peut eˆtre note´ que la densite´ de fissuration est plus importante avec la formulation ∅,
ce qui est cohe´rent avec la perte de raideur plus conse´quente obtenue avec cette meˆme
formulation, et le fait que ce mode`le ait une surface de chargement a` la rupture plus
petite, donc une propension a` fissurer plus importante en cisaillement et en compression.
Les deux mode`les re´vise´s pre´sentent des facie`s proches, moins denses, et ne se distinguent
que par la localisation d’une fissure diffe´rente. Au vu du facie`s expe´rimental issu de la
corre´lation d’image, les deux facie`s sont cohe´rents. En revanche, le facie`s obtenu avec
la formulation Ψm,D semble plus proche du facie`s releve´ sur la photographie du voile, a`
savoir une ouverture de fissure importante a` proximite´ de la longrine supe´rieure, qui ne
se propage obliquement vers la longrine infe´rieure qu’a` l’approche de l’extre´mite´ oppose´e
du voile.
Pour la suite des simulations seul le mode`le conside´re´ comme le plus efficace est retenu.
Les re´sultats, notamment globaux, sont davantage fide`les a` l’expe´rience lorsque simule´s a`
partir de l’une des deux formulations ame´liore´es. Sur le dernier constat effectue´ en matie`re
de facie`s de fissuration, la formulation Ψm,D a e´te´ retenue pour la suite.
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(a) formulation ∅ – hc = 0.03 m (b) formulation Ψm,D – hc = 0.03 m
(c) formulation ϕm – hc = 0.03 m (d) formulation Ψm,D – hc = 0.10 m
(e) expe´rimental (ǫ × 5.10−2)
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Figure 5.17: Influence de la formulation sur la re´partition de la de´formation longitudinale
dans le voile en be´ton pour un effort de 4.2 MN
3.3.2 Chargement cyclique non-alterne´
Une premie`re analyse de la re´ponse du mode`le sous chargement cyclique est effectue´e
pour un chargement non-alterne´, ainsi la qualite´ de la re´ponse n’est pas de´grade´e par une
potentielle incapacite´ du mode`le a` reproduire l’anisotropie de la fissuration induite par
un cisaillement alternativement dans deux sens oppose´s.
L’enveloppe de la re´ponse simule´e est toujours proche de la re´ponse expe´rimentale, elle
laisse aussi entrevoir l’apparition d’une dissipation e´nerge´tique par effets hyste´re´tiques (fig.
5.18). En effet, des de´formations re´siduelles et des boucles d’hyste´re´sis sont ge´ne´re´es.
Au premier abord cette dissipation e´nerge´tique semble sous-estime´e par rapport a` la
re´ponse expe´rimentale. Toutefois, ce constat est atte´nue´ par l’observation sur les re´sultats
expe´rimentaux d’un glissement a` effort nul en fin de de´charges. Ce-dernier tend a` pro-
voquer la surestimation des boucles d’hyste´re´sis. A` noter, cependant, que meˆme si ces
de´placements de glissement parasites avaient e´te´ soustraits, les boucles d’hyste´re´sis expe´-
rimentales resteraient bien plus importantes que les boucles simule´es.
Afin de proposer une analyse quantitative de la dissipation e´nerge´tique, l’aire des boucles
d’hyste´re´sis associe´es a` chaque de´charge, correspondant a` une e´nergie dissipe´e, ont e´te´
estime´es (fig. 5.19).
Mate´riaux quasi-fragiles sous sollicitations cycliques
Application au calcul d’un voile en be´ton arme´ 185
0 1 2 3 4
0
1
2
3
4
5
De´placement (mm)
E
ff
or
t
(M
N
)
(a) expe´rimental
0 1 2 3 4
0
1
2
3
4
5
De´placement (mm)
E
ff
or
t
(M
N
)
(b) formulation Ψm,D
Figure 5.18: Re´ponse a` un chargement cyclique non-alterne´.
Les dissipations e´nerge´tiques expe´rimentales et simule´es suivent une e´volution similaire.
Effectivement, les effets hyste´re´tiques sont croissants avec le de´veloppement de la fissu-
ration. De plus, une meˆme diminution de l’e´nergie dissipe´e aux environs de 3 MN est
observe´e. Par contre, en accord avec les premie`res observations qualitatives, les effets
hyste´re´tiques sont bien sous estime´s. Un rapport entre 2 et 3 est constate´.
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Figure 5.19: E´nergie dissipe´e a` chaque de´charge lors d’un chargement cyclique non-
alterne´.
Une dernie`re analyse est effectue´e sur ce cas de chargement afin de de´terminer le mate´riau
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a` l’origine de la dissipation e´nerge´tique. Le champ de de´formation plastique axial dans
les armatures d’acier est trace´ pour le chargement maximal simule´, soit 5.1 MN (fig.
5.20). Seuls deux e´le´ments sur l’ensemble du ferraillage ont atteint leur limite e´lastique.
Autrement dit, peu d’e´nergie est dissipe´e par le treillis d’armatures, confortant donc les
capacite´s dissipatives d’un volume de be´ton fissure´.
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Figure 5.20: Re´partition de la de´formation plastique axiale dans les armatures pour un
chargement de 5.1 MN.
Il est a` noter que les armatures plastifie´es sont situe´s a` proximite´ de la surface d’application
du chargement (cercle rouge). La de´formation axiale atteinte par ces armatures est proche
de leur limite de de´formation a` la rupture (10 %). Ceci laisse imaginer que la rupture finale
du voile simule´e est proche, et comme observe´ expe´rimentalement, par rupture au niveau
du point d’application de l’effort.
3.3.3 Chargement cyclique alterne´
Dernie`re simulation de cette e´tude, un chargement alterne´. Chose complexe, car la fissu-
ration devrait posse´der deux orientations diffe´rentes selon le sens de chargement, l’emploi
d’un mode`le d’endommagement isotrope pourrait s’ave´rer pe´nalisant.
Une fois de plus, l’enveloppe de la re´ponse est correctement reproduite, dans les deux
sens de chargement (fig. 5.21). L’anisotropie induite par la fissuration du voile n’est donc
pas pre´judiciable pour la re´ponse globale, meˆme pour des e´le´ments de taille hc = 0.10
m. Comme sous chargement monotone, le facie`s de fissuration n’est montre´ qu’avec des
e´le´ments de taille hc = 0.03 m, il illustre que les deux familles de fissures ge´ne´re´s, res-
pectivement par chaque sens de chargement, ne se recoupent qu’en peu d’e´le´ments finis
(fig. 5.22). Il semble donc que tant que les zones ou` se localisant des fissures d’orienta-
tion diffe´rente sont de dimensions re´duites, une variable d’endommagement scalaire est
suffisante pour reproduire la re´ponse globale de la structure.
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Figure 5.21: Re´ponse a` un chargement cyclique alterne´.
Dans l’incapacite´ d’obtenir le de´tail des points composant la courbe expe´rimentale, l’e´ner-
gie dissipe´e par cycle n’a pu eˆtre e´value´e, mais l’e´quivalent pour les simulations est tout
de meˆme fourni (fig. 5.23). Il est ainsi possible de remarquer que d’importants niveaux
d’e´nergie sont dissipe´s a` chaque cycle. En comparaison a` de simples cycles de charge-
de´charge, un cycle sous chargement alterne´ dissipe plus du double d’e´nergie. Par exemple
pour un effort de 3.5 MN, l’e´nergie passe de 0.4 kJ a` 2.3 kJ.
(a) pour un effort de 3.9 MN (b) pour un effort de −3.9 MN
Figure 5.22: Re´partition de la de´formation longitudinale dans le voile en be´ton avec
hc = 0.03 m (le´gende, voir fig. 5.17f).
Toutefois, a` l’approche de l’origine, la re´ponse simule´e semble diffe´rer de la re´ponse
expe´rimentale. Alors qu’expe´rimentalement, une phase de glissement est observe´e, a` la
transition entre l’ouverture d’une famille de fissures et la fermeture de l’autre famille.
Ce glissement, n’est pas reproduit par les simulations, ce qui conduit, cette fois-ci a` des
boucles d’hyste´re´sis surestime´es, la re´ponse ne passant pas par un e´tat d’effort et de
de´placement nul. Ce me´canisme de glissement est ge´ne´ralement observe´ expe´rimentalement
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pour des structures en be´ton arme´ [Lowes et Altoontash, 2003], une explication spe´cifique,
telle que la de´gradation du be´ton en compression au niveau des appuis pouvant induire
des de´formations re´siduelles importantes est a` proscrire. Il semblerait qu’une fois de plus
l’explication la plus probable, de l’incapacite´ du mode`le a` reproduire le glissement, soit
l’absence d’un comportement de´gradable de l’interface acier-be´ton.
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Figure 5.23: E´nergie dissipe´e a` chaque inversion du chargement lors d’un chargement
cyclique alterne´.
4 Synthe`se
Une strate´gie d’identification du mode`le continu, comple`tement de´fini, a e´te´ e´tablie.
Comme la premie`re e´tape de caracte´risation, effectue´e au chapitre pre´ce´dent, cette se-
conde e´tape a e´te´ l’occasion de mettre a` profit des re´sultats issus des simulations discre`tes.
Pour l’identification du mode`le continu, le mode`le discret a davantage e´te´ employe´ pour sa
capacite´ a` fournir une quantification de la dissipation e´nerge´tique de chaque me´canisme,
aussi bien de la fissuration que de la friction. Le mode`le discret a aussi e´te´ utile quant
a` sa capacite´ a` tenir compte de l’incertitude relative a` la structure interne d’un VER
de mate´riau quasi-fragile, et ainsi permettre de re´aliser des analyses statistiques de son
influence sur les re´sultats macroscopiques, ici les e´nergies e´lastique au pic de re´sistance
et de fissuration a` la rupture. L’inte´reˆt de l’outil d’expe´rimentation re´side alors dans la
possibilite´ d’effectuer des analyses statistiques sur la base d’un tre`s grand nombre de
re´alisations et a` faible couˆt mate´riel.
L’identification des parame`tres communs a` chaque formulation du comportement de la
matrice a pu eˆtre effectue´e entie`rement par e´quivalence e´nerge´tique avec le mode`le dis-
cret. Des e´quivalences en e´nergies volumique et surfacique ont e´te´ re´alise´es pour identifier,
respectivement la limite e´lastique, et le comportement adoucissant en traction. Ainsi a`
taille d’e´le´ment fini fixe´e, puisque l’identification est re´alise´e par e´quivalence en e´nergie
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surfacique, l’e´nergie de fissuration est re´gularise´e de`s l’identification. Le dernier parame`tre
du mode`le de de´gradation, controˆlant diffe´remment le comportement multi-axial des deux
formulations ame´liore´es n’a, quant a` lui, pas pu eˆtre identifie´ de manie`re plus e´labore´e
que par analyse inverse. L’identification des parame`tres de la mode´lisation du comporte-
ment des fissures a e´te´ re´alise´e de manie`re identique. Le parame`tre controˆlant la vitesse
d’e´volution de la proportion de fissures ferme´es a e´te´ identifie´ par analyse inverse, et le
coefficient de frottement des fissures a e´te´ identifie´ par e´quivalence en e´nergie dissipe´e par
friction.
L’e´laboration de la mode´lisation continue du proble`me de fissuration alors acheve´e et ca-
libre´e, l’efficacite´ du mode`le continu propose´ a e´te´ e´value´e lors d’un calcul de structure. Le
mode`le continu, incluant diffe´rentes formulations du mode`le de de´gradation de la matrice,
a e´te´ utilise´ pour simuler le comportement d’un voile en be´ton arme´ soumis a` un charge-
ment de cisaillement cyclique alterne´. L’inte´gralite´ des simulations ont e´te´ conduites avec
le mode`le identifie´ a` partir du mode`le discret, seules les proprie´te´s mate´rielles mises a`
disposition dans les rapports d’expe´rience ont e´te´ ajuste´es. Autrement dit, les parame`tres
associe´s aux comportements adoucissant et hyste´re´tiques sont reste´s inchange´s.
Avant tout, la robustesse du mode`le continu propose´ a e´te´ mise en avant. Des chargements
monotones et cycliques, alterne´ ou non, ont pu eˆtre simule´s sans difficulte´s. La robustesse
du mode`le continu est en grande partie due a` son inte´gration explicite des me´canismes
d’ouverture et de fermeture de la fissuration, seul le me´canisme de friction y fait exception.
A` cela, s’ajoute l’emploi d’une variable d’endommagement scalaire, limitant fortement les
difficulte´s associe´es a` l’inversion de la relation de comportement. Ainsi, comme peu de
mode`les le proposent, des re´sultats satisfaisants de simulations d’un voile en be´ton arme´
sous chargement alterne´ quasi-statique ont pu eˆtre obtenus.
En termes de re´sultats globaux, le mode`le continu a montre´ des re´sultats satisfaisants,
et plus particulie`rement lorsqu’il s’agissait de reproduire la de´gradation. La raideur ap-
parente de la structure a toujours e´te´ correctement estime´e, quel que soit le chargement,
monotone ou cyclique, applique´. Les effets hyste´re´tiques ont aussi e´te´ reproduits, tant les
boucles d’hyste´re´sis que les de´formations re´siduelles, et ont pu eˆtre associe´s inte´gralement
au comportement me´canique du be´ton. En effet, des re´sultats concernant le compor-
tement des armatures en acier, ont montre´ que peu voire aucun phe´nome`ne dissipatif,
n’y e´tait active´. Cependant les effets hyste´re´tiques sont encore fortement sous-estime´s,
comme l’a montre´ l’analyse du voile sous chargement cyclique non-alterne´. Deux explica-
tions peuvent eˆtre propose´es, d’un coˆte´ la ne´gligence de certains me´canismes dissipatifs,
principalement la de´gradation de l’interface entre l’acier et le be´ton ; d’un autre coˆte´,
une mauvaise description locale de la fissuration, ne permettant donc pas d’activer les
phe´nome`nes hyste´re´tiques de manie`re pre´cise.
En termes de re´sultats locaux, effectivement, le mode`le continu a montre´ des re´sultats
moins satisfaisants. Ne´anmoins, le facie`s de fissuration a e´te´ relativement bien reproduit,
et en particulier son orientation. Mais la densite´ de fissures, ainsi que leur ouverture n’ont
pu eˆtre correctement estime´es. Une raison potentielle est encore une fois la ne´gligence de la
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de´gradation de l’interface entre l’acier et le be´ton, celle-ci pourrait notamment expliquer
une faible densite´ de fissuration.
Quelles que soient les lacunes mises en avant par le mode`le continu, celles-ci semblent
difficilement imputables a` la description isotrope de l’endommagement. Ainsi, le choix
d’une formulation du mode`le continu d’endommagement a` variable scalaire, et le gain de
robustesse associe´, est entie`rement justifie´, tant que celui-ci est capable de retranscrire
le comportement ine´lastique du mate´riau dans l’ensemble des directions de chargement,
et en particulier les directions associe´es a` la traction et au cisaillement lorsqu’il s’agit de
mate´riau quasi-fragile.
Pour conclure, il re´sulte de cette e´tude que l’amortissement structural observe´ dans les
structures en be´ton arme´, ne peut eˆtre uniquement explique´ par les effets hyste´re´tiques
introduits par le be´ton et les aciers seuls. Des phe´nome`nes dissipatifs supple´mentaires
doivent eˆtre introduits, et notamment la de´gradation de l’interface acier-be´ton.
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1 Re´alisations et perspectives
1.1 Mode´lisation discre`te
Afin de constituer un outil d’expe´rimentation nume´rique a` l’e´chelle d’un VER de mate´riau
quasi-fragile, un mode`le de comportement pour mate´riaux quasi-fragiles fin, fonde´ sur la
me´thode aux e´le´ments discrets et des re´seaux de poutres, a e´te´ e´labore´. Les de´veloppe-
ments de ce mode`le se sont appuye´s sur un mode`le bi-dimensionnel existant, DEAP2D,
capable de de´crire efficacement et explicitement l’initiation et la propagation de la fissu-
ration en mode I, sous chargement monotone. Une extension aux chargements cycliques
et multi-axiaux a e´te´ propose´e, tout en pre´servant un caracte`re simple et facilement iden-
tifiable. Deux refontes essentielles du mode`le ont donc e´te´ ne´cessaires et entreprises lors
de cette the`se.
1.1.1 Algorithme et temps de calculs
La premie`re refonte du mode`le discret a concerne´ la conception d’un nouvel algorithme de
re´solution de l’e´quilibre me´canique pour accueillir les interactions de contact. Initialement
le mode`le discret e´tait re´solu comme une succession de proble`mes e´lastiques line´aires, en
accord avec la pre´sence d’un unique me´canisme non-line´aire : la fissuration. Il tirait parti
du caracte`re discret de la description parfaitement fragile de la rupture dans un re´seau
de poutres. Ainsi la rupture de chaque e´le´ment du re´seau de´finissait la transition d’un
proble`me e´lastique au suivant, avec une matrice de raideur actualise´e. L’introduction du
me´canisme de contact frottant, un me´canisme hautement plus non-line´aire, du point de
vue des mode`les discrets a` particules polygonales, n’a plus permis l’utilisation seule d’un
tel algorithme de re´solution line´aire se´quentiel. En cause, la ne´cessite´ d’une actualisation
de la raideur se´cante du syste`me bien plus fre´quente. Cependant, l’inte´reˆt de ce type
d’algorithme reste inde´niable afin de traiter de proble`mes de fissuration, avec stabilite´
et robustesse. Il a donc e´te´ adapte´ au sein d’un algorithme de re´solution incre´mental et
implicite, de type pre´dicteur-correcteur.
La qualite´ des re´sultats, en termes de robustesse et de stabilite´, a fait l’objet de toutes
les attentions lors de la conception de l’algorithme de re´solution ; elle a e´te´ valide´e dans
l’objectif d’e´tudier le comportement du mate´riau sous chargement quasi-statique. En effet,
la fiabilite´ des re´sultats fournis par le mode`le discret a e´te´ de´montre´e, comparativement a`
un algorithme explicite, de´muni de pre´diction des efforts de contact. Ainsi, il a e´te´ possible
d’extraire des re´sultats quantitatifs, auxquels une certaine confiance a pu eˆtre accorde´e,
tels que des e´nergies dissipe´es par fissuration ou frottement, exploite´s dans le cadre de la
mise en œuvre du mode`le continu. En revanche la performance nume´rique de l’algorithme
en tant que telle n’a pas e´te´ une pre´occupation. Des choix, contestables, ont ainsi e´te´
effectue´s afin de privile´gier la qualite´ des re´sultats. Des choix, qui, dans un cadre bi-
dimensionnel ne sont que le´ge`rement pe´nalisants, mais, qui, dans un cadre tri-dimensionnel
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pourraient devenir prohibitifs. Une re´solution implicite, impliquant une actualisation des
surfaces d’intersection des contacts a` chaque ite´ration ; et un pre´dicteur de´pendant de
l’e´tat des contacts, et imposant donc l’assemblage de la matrice de raideur se´cante a`
chaque ite´ration, sont extreˆmement couˆteux en temps de calculs. Une re´solution explicite,
a` partir d’un algorithme pre´dicteur-correcteur a` faible nombre d’ite´rations, pourrait eˆtre
envisage´e bien que l’ajout d’effets dynamiques, et surtout visqueux, soit probablement
ne´cessaire pour maintenir une robustesse identique. Il est d’ailleurs aussi contestable de
vouloir maintenir une formulation quasi-statique. Meˆme si celle-ci e´vite l’introduction
de parame`tres identifie´s arbitrairement, elle est particulie`rement pe´nalisante en pre´sence
de mouvements de corps rigides, et prive de la possibilite´ d’e´tudier le comportement de
particules, seules ou groupe´es, une fois de´tache´es du volume sur lequel sont applique´es les
conditions aux limites.
Par ailleurs, une e´volution vers un cadre tri-dimensionnel semble tout a fait justifie´e. Dans
l’objectif d’e´tudier des e´le´ments de structure en be´ton arme´ par exemple, et ainsi pouvoir
caracte´riser le comportement de l’interface acier-be´ton, les travaux de Heitz [2013] ont
montre´ qu’une formulation bi-dimensionnelle n’est pas suffisante, et passe largement a` coˆte´
des effets de confinement. Le mode`le initial DEAP est de´ja` implante´ en trois dimensions,
mais les ame´liorations apporte´es au mode`le bi-dimensionnel doivent lui eˆtre adapte´es.
Le proble`me principal rele`ve de l’introduction du contact, et plus particulie`rement de la
phase de de´tection. En effet, la de´tection du volume d’intersection de deux polye`dres est
bien plus couˆteuse que la de´tection de la surface d’intersection de deux polygones. Deux
solutions peuvent eˆtre envisage´es a` l’avenir. La de´gradation de l’estimation des efforts
de contact, par une approximation sphe´rique de la forme des particules polye´drales, ou
alors, une solution plus pe´renne, qui consisterait a` la paralle´lisation du mode`le discret, et
notamment de la proce´dure de de´tection. Les gains en termes de couˆts de calculs seraient
conse´quents, du fait de son caracte`re hautement paralle´lisable. En effet, l’estimation de
l’intersection d’un couple de particules est entie`rement inde´pendante de celle du couple
voisin. La barrie`re majeure limitant un usage tri-dimensionnel serait alors leve´e.
1.1.2 Me´canismes de rupture
La seconde refonte du mode`le discret a concerne´ la mode´lisation du me´canisme de rupture
des poutres du re´seau. Une e´tude a e´te´ mene´e sur l’influence du crite`re de rupture, afin
d’en retenir une formulation adapte´e aux chargement multi-axiaux. Il a e´te´ fait en sorte
de conserver le caracte`re simple du crite`re, a` un nombre de parame`tres faible, pour qu’il
reste aise´ment identifiable. Un crite`re de Mohr-Coulomb a` deux parame`tres, formule´ en
variables cine´matiques a ainsi e´te´ retenu. L’emploi d’un tel crite`re a permis de reproduire
le caracte`re ductile d’un essai de compression. Ne´anmoins, la question se pose encore de
savoir, quels me´canismes manquent encore au mode`le discret, pour reproduire ce type
de comportement sans faire appel a` un crite`re issu d’analyses limites. Dans la mesure
ou` le niveau de repre´sentativite´ du mode`le discret serait suffisant, un crite`re base´ sur la
de´finition meˆme de la fissuration, a` savoir un me´canisme induit par des extensions locales,
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devrait suffire. Au vu des travaux mene´s par D’Addetta [2004], il ne semble pas que la
simplicite´ de description induite par l’utilisation d’un re´seau de poutres soit en cause. En
effet, un crite`re de Mohr-Coulomb apparaˆıt aussi comme ne´cessaire en pre´sence d’inter-
faces cohe´sives entre les particules. Par contre, il serait inte´ressant d’explorer l’influence
de la porosite´ sur les me´canismes de rupture en compression, et notamment sur la ducti-
lite´ de la re´ponse. L’ajout de la porosite´ pourrait eˆtre re´alise´ par l’introduction explicite
de vides, plutoˆt que par l’introduction d’un caracte`re plastique des poutres du re´seau.
Contrairement a` l’e´tat actuel, une implication plus importante du me´canisme de friction,
au niveau des pores e´crase´s, pourrait eˆtre attendue.
La proce´dure d’identification, reposant sur une analyse inverse et ne ne´cessitant que deux
essais courants, a e´te´ valide´e sur une campagne d’essais varie´s re´alise´s sur un meˆme be´ton.
Le mode`le discret a ainsi pu de´montrer sa capacite´ a` reproduire, de manie`re pre´dictive, des
effets d’e´chelles et de formes sans recalage. Il s’est aussi ave´re´ efficace pour des configura-
tions de chargement plus complexes impliquant de la fissuration en mode mixte. Toutefois,
pour ces configurations complexes, une re´identification partielle du mode`le discret sur la
base de quelques donne´es mate´rielles a e´te´ ne´cessaire. La pre´dictivite´ du mode`le n’a donc
pu eˆtre garantie. Sur ce point, la validation du mode`le discret a e´te´ particulie`rement li-
mite´e par le manque de connaissance pre´cise des conditions aux limites, et, bien que peu de
parame`tres aient a` eˆtre calibre´s par le manque de donne´es sur le mate´riaux utilise´.
1.2 Mode´lisation continue
A` partir de la the´orie de l’endommagement inscrite dans le formalisme des Mate´riaux Stan-
dards Ge´ne´ralise´s, une mode´lisation phe´nome´nologique continue isotrope de la de´gradation
des mate´riaux quasi-fragiles a e´te´ propose´e. L’e´criture de ce mode`le, et notamment des
potentiels controˆlant l’e´volution de la variable d’endommagement, a e´te´ enrichie afin de
reproduire l’augmentation de la re´sistance et de la ductilite´ pour des e´tats de contraintes
a` composante de compression croissante. Une attention toute particulie`re a e´te´ porte´e sur
la re´ponse en cisaillement, qui a pu eˆtre caracte´rise´e et identifie´e a` partir de simulations
discre`tes. L’introduction, notamment, d’une de´pendance au niveau de confinement du
mate´riau, dans la fonction de consolidation de l’endommagement a permis de reproduire
correctement la re´ponse en cisaillement jusqu’a` la rupture.
A` partir d’un formalisme identique fonde´, cette fois-ci, sur une combinaison d’e´lasticite´
non-line´aire et de the´orie de la plasticite´, une mode´lisation continue des phe´nome`nes
associe´s a` la fermeture de la fissuration a e´te´ de´veloppe´e. La caracte´risation de ces
phe´nome`nes a e´te´ re´alise´e a` partir de re´sultats originaux issus du mode`le discret, tels
que la proportion de fissures ferme´es et l’e´nergie dissipe´e par friction. Il en a re´sulte´ une
mode´lisation continue ve´rifiant les conditions dicte´es par la thermodynamique des pro-
cessus irre´versibles et fide`le a` la re´ponse observe´e sous chargement de traction cyclique
uni-axiale. Le mode`le continu a aussi pre´sente´ des aspects inte´ressants, bien que non
recherche´s initialement, en compression cyclique.
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Un mode`le robuste a donc e´te´ e´labore´, grandement aide´ par l’emploi d’une variable d’en-
dommagement scalaire. Ce mode`le, effets hyste´re´tiques mis a` part, est entie`rement expli-
cite, puisque constitue´ uniquement de potentiels formule´s en de´formations. Par ailleurs,
les continuite´s de la re´ponse et de la relation du comportement sont ve´rifie´es quelques
soient les phe´nome`nes macroscopique active´s. Le mode`le continu ainsi mis en place est
donc particulie`rement adapte´ au calcul de structures.
Les capacite´s du mode`le continu formule´ ont e´te´ ve´rifie´es par la simulation du comporte-
ment cyclique d’un voile en be´ton arme´. A` la suite d’une identification des parame`tres du
mode`le continu sur la base de simulations discre`tes et de quelques donne´es expe´rimentales,
une bonne fide´lite´ des re´sultats globaux en terme de de´gradation de la structure a e´te´
obtenue. L’introduction des effets hyste´re´tiques induits par le be´ton a e´te´ significatif,
mais insuffisamment, pour expliquer a` lui-seul l’origine l’amortissement structural. La
de´gradation de l’interface acier-be´ton est apparue, par son absence, comme tout aussi
ne´cessaire que le caracte`re unilate´ral frottant des fissures pour reproduire l’amortisse-
ment structural re´el.
Finalement peu d’inte´reˆt a e´te´ porte´ aux re´sultats locaux, tels que l’ouverture de fissure.
Sur ce point, la mode´lisation continue a rapidement e´te´ mise en de´faut. Mais la question
se pose plutoˆt de savoir si la de´marche de mode´lisation elle-meˆme n’est pas davantage
responsable. A` de si importantes dimensions de VER, et donc de mode´lisation, tenter de
de´terminer une ouverture de fissure peut sembler eˆtre une extrapolation abusive de la
capacite´ initiale du mode`le continu. Par ailleurs contourner cette limitation en affinant la
taille des e´le´ments finis employe´s, sans en modifier le mode`le constitutif, pour se rappro-
cher de la dimension de la quantite´ d’inte´reˆt peut paraˆıtre tout aussi discutable. Une telle
de´marche signifie qu’il est possible de de´corre´ler entie`rement la dimension des e´le´ments
finis du mode`le de comportement qu’il leur est attribue´. Or, dans le cas de mate´riaux
quasi-fragiles, les effets d’e´chelles sont pre´dominants. De plus, a` l’e´chelle du VER certains
types de de´gradation sont pertinents, par exemple en compression, mais semblent peu
re´alistes a` des e´chelles infe´rieures.
Ainsi lorsqu’il s’agit d’analyser des re´sultats a` des e´chelles infe´rieures a` l’e´chelle du VER,
des me´thodes de post-traitement de calculs mene´s a` l’aide de mode`les macroscopiques
semblent plus adapte´es [Oliver-Leblond, 2013]. Elles constituent une alternative efficace,
dans l’attente de pouvoir employer des mode`les nume´riques formule´s a` l’e´chelle de la gran-
deur d’inte´reˆt, qu’il s’agisse de me´thodes permettant de de´crire la fissuration de manie`re
discre`te ou continue. D’ailleurs, des calculs de structure effectue´s a` l’aide de mode`les
discrets, en partie simplifie´s, affichent de´ja` des re´sultats prometteurs [Yamamoto et al.,
2014].
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1.3 Expe´rimentation nume´rique
La de´marche de mode´lisation mise en place a consiste´ a` de´velopper un mode`le continu pou-
vant eˆtre perc¸u comme une re´duction du mode`le discret. Apre`s avoir cible´ les phe´nome`nes
pre´ponde´rants, et devant eˆtre reproduits pour le calcul de structures, ils ont e´te´ e´tudie´s par
le biais du mode`le discret, avant d’en proposer une mode´lisation re´duite, continue. Dans le
cas pre´sent, cette strate´gie de mode´lisation a e´te´ exploite´e a` la fois pour le comportement
en cisaillement dans l’objectif de simuler la re´ponse du voile du benchmark ConCrack ; et
pour le comportement sous chargement cyclique, afin d’eˆtre en mesure d’e´valuer la part
d’amortissement attribue´e au mate´riau quasi-fragile.
L’inte´reˆt d’utiliser une mode´lisation fine a re´side´ dans sa capacite´ a` jouer le roˆle d’in-
terme´diaire entre l’expe´rience et la mode´lisation macroscopique. Le mode`le discret n’a re-
quis que tre`s peu d’essais pour eˆtre identifie´, et a permis ensuite d’extrapoler les re´sultats
ne´cessaires. Une infinite´ de cas de chargement ont pu eˆtre simule´s, pour lesquels les condi-
tions aux limites comme les quantite´s mesure´es ont e´te´ ide´alement maˆıtrise´es, ce qui a
facilite´ l’exploitation des re´sultats issus du mode`le fin avec le mode`le macroscopique. Il
a pu eˆtre possible de simuler la re´ponse d’un VER de be´ton en cisaillement simple, et
d’extraire des e´nergies dissipe´es spe´cifiques a` chaque me´canisme dissipatif. Une strate´gie
d’identification de l’ensemble des parame`tres du mode`le continu a alors e´te´ propose´e sur
la base de re´sultats issus du mode`le discret.
1.4 Effets hyste´re´tiques et incompatibilite´ ge´ome´trique
La courte campagne d’expe´rimentation nume´rique mene´e sur le comportement cyclique
en traction uni-axiale a permis d’effectuer quelques observations inte´ressantes, tire´es de la
connaissance des me´canismes capable d’eˆtre reproduits par le mode`le discret. Le mode`le tel
que de´veloppe´ n’a pas permis de reproduire directement les effets hyste´re´tiques attendus.
L’influence de me´canismes supple´mentaires a alors e´te´ e´tudie´e. Il est ressorti de cette
e´tude, qu’une perturbation d’ordre expe´rimental est probablement a` l’origine des effets
hyste´re´tiques, de la pre´sence de de´formations re´siduelles et du caracte`re progressif de l’effet
unilate´ral. Ces phe´nome`nes macroscopiques ont pu eˆtre lie´s, au moins qualitativement, a`
la rotation de l’e´prouvette lors d’un essai de traction.
En poursuivant ce raisonnement, en cause de leur origine lie´e a` une erreur expe´rimentale,
les effets hyste´re´tiques pourraient eˆtre exclus du comportement ide´alise´ en traction cy-
clique uni-axial d’un VER de be´ton. Cependant, ce raisonnement est peut eˆtre excessif,
notamment si l’explication d’une incompatibilite´ ge´ome´trique induite par des effets in-
ternes (retrait, pre´sence d’eau libre) e´tait aussi ave´re´e. Une campagne expe´rimentale,
en laboratoire, en l’absence de perturbation sur des essais de traction cyclique indirecte
tels que propose´s par Morice [2014], ou une simulation plus pre´cise des effets du retrait,
pourrait permettre d’apporter des re´ponses supple´mentaires.
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Mais dans l’hypothe`se ou` se raisonnement soit justifie´, il serait inte´ressant de se poser la
question de savoir s’il existe un re´el besoin de mode´liser les effets hyste´re´tiques observe´s,
comme des phe´nome`nes induits par un chargement de traction uni-axiale (mode I). En
effet, il apparaˆıt peu probable qu’ils se manifestent ainsi a` l’e´chelle de la structure, et donc
en l’absence de perturbation expe´rimentale. Il semblerait alors davantage ne´cessaire de
s’attarder sur la mode´lisation de ces meˆmes effets hyste´re´tiques, associe´s a` de la friction en
surface de fissure, lorsqu’une fissure se propage en mode II, autrement dit la mode´lisation
du phe´nome`ne d’aggregate interlocking [Jefferson et al., 2014].
2 Synthe`se finale
L’objectif initial de ce travail e´tait de contribuer a` la mode´lisation du comportement, sous
sollicitation sismique, des mate´riaux quasi-fragiles. Le besoin sous-jacent e´tait d’e´valuer
l’apport de l’emploi de mate´riaux quasi-fragiles dans la re´alisation d’ouvrages structuraux,
vis-a`-vis de la proble´matique parasismique et d’amortissement structural.
Une mode´lisation macroscopique, continue, phe´nome´nologique, fonde´e sur les the´ories de
l’endommagement et de la plasticite´, adapte´e au calcul de structures a` e´te´ propose´e. Elle
permet a` la fois de mener a` terme, avec certitude, des calculs a` grande e´chelle, tout en
conside´rant des phe´nome`nes pre´ponde´rants a` l’e´chelle du mate´riau. Pour y parvenir, une
de´marche reposant sur l’expe´rimentation nume´rique a` e´te´ mise en place. Elle a permis
de faire le lien entre les donne´es expe´rimentales mate´rielles disponibles, ge´ne´ralement
en faible quantite´, et les e´quations sophistique´es des mode`les continus. L’expe´rimentation
nume´rique n’a e´te´ rendue possible que par l’e´laboration, en amont, d’une mode´lisation fine,
base´e sur une description ge´ome´trique de´taille´e du mate´riau, autorisant une description
me´canique triviale, pouvant eˆtre mise en œuvre a` partir des seules donne´es expe´rimentales
a` disposition. En accordant aux simulations issues de cette mode´lisation fine une confiance
e´quivalente aux expe´riences re´alise´es en laboratoire, sur la base de la campagne de va-
lidation re´alise´e, un outil d’expe´rimentation nume´rique a ainsi e´te´ conc¸u, en mesure de
fournir des re´sultats de re´fe´rence a` l’e´chelle du VER, en quantite´ illimite´e et a` faible couˆt.
En outre, un outil d’expe´rimentation entie`rement maˆıtrise´, des conditions aux limites aux
limites me´caniques.
L’exploitation d’un tel outil a ne´cessite´ la de´finition d’un cadre de formulation des mode`les
macroscopiques afin d’orienter le choix des essais nume´riques a` conduire. Une partie de ce
cadre a e´te´ impose´e par le contexte de l’e´tude, autrement dit la sollicitation sismique, et
les chargements multi-axiaux et cycliques en re´sultant. En y ajoutant certaines exigences
en termes de robustesse nume´rique et de justification physique, qui se sont traduites
par l’inscription du mode`le macroscopique dans le formalisme des Mate´riaux Standards
Ge´ne´ralise´s, le nombre de points inde´termine´s restant, a` caracte´riser et a` identifier, a
e´te´ re´duit. L’inde´termination concernant ces points a e´te´ leve´e, a` partir de simulations
fines sur des configurations spe´cifiques, notamment des chargements de cisaillement et de
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traction cyclique uni-axiale. L’inte´reˆt de l’expe´rimentation nume´rique a ainsi e´te´ montre´
par la production de re´sultats originaux, en termes de configurations d’essais (cisaillement)
ou de quantite´s analyse´es (quantite´ de fissures ferme´es, analyses statistiques).
Le mode`le macroscopique a` finalement e´te´ mis en œuvre et applique´ au calcul de struc-
tures, dans une tentative de re´pondre a` la proble´matique initiale, a` savoir e´valuer la
contribution du mate´riau quasi-fragile a` l’amortissement dans une structure qu’il consti-
tue. Le mode`le macroscopique a d’abord e´te´ caracte´rise´ et identifie´ a` partir de quelques
donne´es expe´rimentales extrapole´es a` l’aide du mode`le fin, puis exploite´ pour simuler le
comportement cyclique de structures simples (poutres en be´ton arme´) et plus complexes
(voile pre´contrainte en be´ton arme´), impliquant donc la pre´sence de sollicitations multi-
axiales. Il est ressorti des simulations, une capacite´ du mode`le macroscopique a` pre´dire,
autrement dit sans recallage, le comportement me´canique global d’une structure sous
chargement cyclique, ainsi que la quantification de la contribution partielle du be´ton a`
l’amortissement structural sous sollicitation cyclique.
La de´marche d’e´laboration du mode`le macroscopique propose´e dans ce travail est fina-
lement identique a` la de´marche de mode´lisation constitutive classique. D’une campagne
d’expe´rimentation un certain nombre d’observations et de conclusions est tire´, permet-
tant d’alimenter la formulation de mode`les phe´nome´nologiques. L’unique diffe´rence se
fait par la substitution de l’expe´rience en laboratoire par l’expe´rience nume´rique. Au
contraire du reste des de´marches multi-e´chelles, le couplage entre les deux mode`les n’est
pas nume´rique, il est ope´re´ par l’utilisateur, selon des conside´rations qui lui semblent les
plus adapte´es.
Bien que dans l’application l’expe´rimentation nume´rique donne l’acce`s a` une quantite´ illi-
mite´e de donne´es nouvelles, l’expe´rimentation nume´rique reste cependant limite´e fonda-
mentalement. A` l’inverse de l’expe´rimentation en laboratoire, les re´sultats qu’elle fournit
ne de´coulent pas d’une ve´rite´ absolue, qu’est la re´alite´ inte´grant la totalite´ des me´canismes
existants, mais ils de´coulent d’un syste`me n’inte´grant que les me´canismes que le me´canicien
a su observer et mode´liser. L’expe´rimentation nume´rique accorde une confiance totale en
des mode`les, certes des plus fins et de´taille´s, mais qui par de´finition resteront toujours
limite´s par l’incertitude humaine sur le comportement de la matie`re a` des e´chelles encore
infe´rieures.
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